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CONDITIONS DE LA SOUSCRIPTION, 

Depuis le mois de juillet 1810, ce recueil paraît régulièrement, par 
livraisons d'environ quatre feuilles ou trente-deux pages ^ le premier 
de chaque mois. 

Les notes relatives h la rédaction-, les mémoires ^ insérer, ouvra* 
ges k annoncer et demandes d'abonimnent, peuvent être indiiFéremment 
adressés , franc de port : 

Aux Rédacteurs des Annales ^ rue d'Avignon , n." i3o , i Nismes , 
département du Gard ; 

Ou h M. Courcîèr , Ubrairq'poTfr les RiatEdmatii^es , quai des Ati- 
gustins, n.° 67 , î- Parîsi- '■ - ^ . _. ■ . 

Le prix de l'ahonnement annuel est de 21 fîr. pour toute l'étendue 
de r£mpire , et de 24 &• pour l'Étranger, le tout^franc de port. On 
est lihc£ , au. surplus, d£ ne souscriro- ou», pour «ixi-moisy «n, «ayant 
la mcÂtid-'du' ^rr» <Ib PahonnemeiK anaùel. Il-est pMsquesvpMflu de 
prévenir que l'on doit acquittei', en souscrivant , le montant de la sous- 
cription. On croit devoir , au surplus , indiquer aux souscripteurs la 
voie de la poste ,' comra,e la plus. sCuv-ot; la ^Uts prompte. 

Les Rédaclfe'ufs font l'échange de leur recueil contre lès autres ou- 
vrages périodiques consacrés aux sciences, dès que ceux-ci leur sont 
adressés. 
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Et se trouve à PARIS, chez GOURCIER, Imprimear- Libraire pour 
les Mathématiques , quai des Augustins^ n." $7. 
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ANNALES 

DE MATHÉMATIQUES 

PUBES ET APPLIQUÉES. 

PROSPECTUS. 

f^'E5T OO0 aingaltrité assu: digne de remarque que , tandis qu'il 
«xiste une maltituda de journaux relatifs i laPoAV/^vfjii la Jsr/jprtf' 
^nte , à V Agriculture , au Commerce , aux Sciences physiques et na- 
turelles t aux Lettres et ans .^rt * ; les Sciences exactes t cultirëe* 
aujourd'hui si uBiTersellement et arec tant de succès , ne coùiptent pas 
enccre un seul -recueil périodique qui leur soit spécïalemebtcontacré (*), 
on recueil qui permette aux G^mAtres d'établir entre eiix un commerça 
ou, pour mieux dire. Une sorte de communauté de rues et d'idées; uo 
recueil qui leur épargne les recherches dans lesquelles ils ne s'engagent 
que trop sourent en pure perte , faute de saroir que déjï elles ont 



(*)Oi)ne saurait, vnttktfKoa%\AittttorDaDétt\i,\eJour9alàtticoU,folyUch-< 
nifiu, non pliM que'Ia Cor/Yi/HMii^ance que r^ige H. HacWte ; recueilt iréi-prè* 
cnuxiant doute >iaai« qui, outre qu'ils ne paniuent qu'à <3ea époque* peu rapprocMes^ 
•ont «MiMcri» presque uKiquemenl aux travaux Uva srut éublissetncut. 

3om,J,B^ i, i." juillet 1810. 1 j^ 



dbyGoO^^Ie 



ij PROSPECTUS. 

été entreprises; un recueil qui garantisse à chacun la pnoritë det 
résultats nouveaux auxquels il parvient ; un recueil enfin qui assure 
aux travaux de tous une publicité non moins honorable pour eux 
qu'ulile au progrès de la science. 

Frappes des nombreux avantages que pouvait présenter la publica- 
tion d'un tel ouvrage , les rédacteurs de ces Annales , long-temps 
avant qu'ils songeassent à s'en occuper , en avaient conçu le plan et 
désiré l'existence. Ils avaient même fait , auprès de quelques person- 
nes plus à portée et mieux en état qu'eux de l'exéouter , des dé- 
marches pressantes pour les solliciter à l'entreprendre ; et Ifî non 
succès de cns démarches a seul pu les enhardir à s'en charger eux- 
mêmes. Ils osent croire que tous ceux qui aînient et cultivent les 
sciences exactes ajrplaudtront k leur zèle et s'empresseront de seconder 
leurs efforts ; et que les savans même qui pourraient le mieux se 
passer des secours qu'un ouvrage de la nature de celui-ci est sus- 
ceptible d'offrir, ne dédaigneront pas néanmoins d'accorder leur en- 
couragement honorable à une entreprise dont le succès ne peut q^ 
contribuer encor&& l'avancement de cetf mêmes sèiencer qui j en échange 
de tant de méthodes précieuses et de vérités itnptirtantes dont il les 
ont enrichies , leur ont procuré un si haut degré d'illustration. 

Les Rédacteurs des Annales sentent fort bien tout ce que la dis- 
tance oit. ils se trouvent du centre des lumières peut ajouter de dif* 
ficultés & leur entreprise ; mais , plus jaldux de leur, répotalion e( 
^e l'estime des savans que soigneux de leurs intérêts pécuniaires, 
ils sont résolus de faire tomber sur eux seuls tous Us sacrifices aux» 
quels la position peu. commode où ils se trouvent doit inévitablement 
jes exposer ; et de n'épargner aucun soin , aucune dépense , pçur qu« 
leur recueil ne soit ni moins soigné ni plus coflteux qu'il pourrait 
J'élre, s'il partait do- sein -mémB de la capitalff; " 

Ces Annales seront principalement consacrées aux Mathématiques 
pures, et sur-tout aux recherches qui auront pour objet d'en per- 
fectionner et d'en simplifier l'enseignement. Le titre de l'ouvrage annonce 
assez d'ailleurs que , si l'on n'y doit rien rencontrer d'absolument 
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étranger an Calcid^ à la Géométrie et à la Mécanique rationnelle ^ 
les rédacteurs sont n^anmoms dans l'inteatlon de n'ea rien exclure 
de oe qui pourra donner lieu à des applicattons de ces diverses bran- 
chêades sciences exactes. Ainsi, sous ce rapport^ F Art de conjecturer, 
t Écojtomie politique i F Art militaire ^ la Physique générale ^ t Opti- 
que, F Acoustique , F Astronomie , la Géographie , la Chronologie, la 
Chimie , la Minéralogie , la Météorologie , l'Architecture civile , la 
Foftification , PArt nautique et les Arts mécaniques , enfin , pour- 
roat y tlrôUTer accès. On aura soin , au surplus , de consulter, i cet 
^ard'i'le Ttfcu du plus grand njjtnbre des souscripteurs j et de s'y 
conformer scrupuleiisement. 

AVeb leS' iriatériaux qu'ils ont atnassés depuis long- temps, les 'Ré- 
dacteu^s des Annales pourraient aisément fournir seuls , durant 
plusieurs années ,' ^ la composition de leur recueil ; mais ils .comp- 
tent beautoup moins sur leurs proprés ressources que sur les secours 
qtiÀ 'f oudront bien leur fournir leurs , abonnés et corre^pondans. Ils 
sis- feront ihbme «ne loï dé n'occuper le public de leur travaux per-> 
scAiiiels, qu^autèDt'que Tintërét que ces travaux pourront ofTiir j ou 
llôsuffisanfce des autres matières , pourra leur servir d'excuse. 

Ôiaque numéro des Annales offrira un ou plusieurs Théorèmes à 
démontrhr , un ou plusieurs Problèmes à résoudre. Les Rédacteurs , 
daiis'le choix 'de CES th'éoï'èmes et problèmes, donneront la préférence 
aux énoncés qui pourront leur être indiqués par leurs correspondans ; 
et ils oôhsîgneroht , dans leur recueil, les démonstrations et solutions 
qttî leur seront parvenues J îls espèrent ainsi provoquer chez les jeunes 
géomètres une uiîle et louable émulation. Personne n'Ignore d'ailleurs 
combien %es sortes de défis ont ajouté dé perfectionnement à l'anatise» 
att conlméncement du denÂîfer' siècle; et il n'est point déraisonnable- 
de' 'penser qu'en lés' Renouvelant', on .peut , peut-être , lui préparer 
eÉiiore de nouveau]£ progrès. 

Par les mêmes motifs , les Rédacteurs des Annales auront soin d'in- 
sérer dans leur recueil les programmes des prix proposés par les di- 
verses sociétés savantes de l'Ëurtpe : toutes les fois du moins que les 
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concours ourerls auront pour objet des queslionâ relativet amx «cumeM 
exactes , ou aux diverses applications dont dles peuvent £lre sus- 
ceptibles. . ^ '. ■ ■,', 
EnBn , un objet auquel on se propose de donnée, dans jçes ^nnajeé , 
bnc attention toute particulière) à raison de l'exprioiç utilité que lé 
public peut en retirer , c'est l'annonce et l'analis^ des ouvrages, no.u- 
Tcaux , tant nationaux qu'étrangers, relatifs aux sciences mathé^na- 
tiques et aux autres sciences qui en dépendent. Ici deux extrém^ ^nt 
également à éviter, savoir : une censure maligne et .d^CO^^g^^t^ qui 
ferait redouter aux'auleurs (Je conBer aux Héd^ct^urs àfis Ar>naifs \a, 
soin de faire connaîtri; leurs productions ; et une ^Di;^desc^dance,.noD. 
moins coupable qui., en donnant le change sur le mérite réeiLde ces 
productions , tromperait l'attente du public, et manquerait ainsi tota-, 
lement le but. Heureusement , ta nature mérne de^f ouvrages ^o^^t '>'*, 
aura à rendre conipte dans ce recueil , permet de tenirTaciUro^ , entre. 
. l'un et l'autre exlrémes , un milieu' convenable ,: ces sorlfts (l'ou-, 
vrages valent en effet , généralement parlant» b^a^cQ(]p plus.pa^ 1^-. 
fond' des .idées que par la manière dont elles sont.p^enl^s ; et si. 
l'indication pure et simple des matières dont se compose, un ouvrage; 
de goût et d'imagination, et de la liaison qui règne entre elles , n'en 
peut donner qu'une idée très-imparfaite, une pareille.. indù;ati(in.su|Rti, 
le plus souvent, pour mettre les sqvans en mesure ^'a9Sçojr,;leur . 
opinion sur un traité de géométrie ou â'anali$;e. ï^s Rédacte^^s, 4es 
Annales s'attacheront dont principalement ^ présenter , des ouvrages qui . 
leur seront adressées . un compte .parfaitement exact » et d'une étendue 
proportionnée à leur importance , en se rendant très-sobres , .d'ailleurs , 
tant de louanges que de blâme ^ et ils espèrent concilier. ajnsi pe.qu!ils 
doivent aux auteurs , au public et à ei]x-mèqie^ En. un mot, les.: 
Rédacteurs feront tous leurs eiTorts pour que cç r«ouc,il- soit exacte-, 
ment tel qu'Us eussent pu désirer de le trouyer , $1 d'autres qu'eux . 
en oyaient entrepris la rédaction. 
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.; , STATIQUE.^-- • ' ■'■ ■■'"■" ■ 

,.,1 ,vj ■,/ ' .'■-. ■■■■' ;'>■•■.■■■ ...î- -t. ; ■'■'■•'■ 'j-i)iiJ '11-'". 

BécTièT^thè àirëcle 'des conàtlîd^h'aeféqu^U^t^ (^ 

^^Jhfcés"^frigées dune manière ^^ùçîCQntpi^^i^Qpj^i^^^fi^-r^ 

" pace, e£ appîiqu4es à àes points JnfiQriff^UmeTU ^s 

m^ eikfij .., . il. '-; ,., ■ : .._. -r. ■■ r.,--^i '^■■> ^v! "..■■'I 

1. . . .> .\ ■,-,. .■.•.-;\c, .-5. ,^v'^"u "'■ "■'■•:-"i'i'"'' ■'-■:/ ^** 

P. . , ,-.;.;. I,:-. . l-j -, ( ) •i.(v'''>i--'' "*':r.r;J ■;■-■-■ Ji. i «'1 loiiitbH .l'I 
, .. . ,,, ;)) : .•■^m 11. >'[■ y.W'Jvy.'b ■ .<•'.•'!'. net ioli ;-..:;; 'p 

Ijes -c9tt£Hftng:> de l'^uSibre entre d«# ptiiàsancés ^a|>pl\9iiïéi 1' lia' 

Aitàj^mcipe ■defpitfises i»ï«OT^j"i iïHfist J^^lfâi^élëftJè^s^ de'ïSlatiquer 
où!. l'en- ne fiit paV^bAge^'âii âî'l^f^ùcïi^ë', 'bQ;iië'ti^Àùrë"Àbliyl àé'Sé- ' 
i^m t^rèotcraentiictk eonditioi^ dU 'FHHiipe de 't^-t^^y^an'^s'" 
forus^ îl anale l 'pour -««U un '^cnd hbftitnre.'de'métKcHlâaf"dtVfcri^i»'' 
et. duupu-jow éi^-. if 8i t je tow de u a mtllea Mnui ' e ';"'inais"iepni»il"~' 
jitude m6me «emble proaver ^'aucune d'elles , Jos^^,' à^'i^ilni 
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cette ^implicîttj , celte géoéralitéi cette rigueur. et cette- ^Uganee- qui 
scufes peuvent entraîner tous les suffrages. 

Quelques gtiomètres., pour parvenir au but', oiit eu recours à des 
figures sur lesquelles ifs'ou ÈxdCuté idet- cénstruétwns ; mais, ouire 
que cette manière de procéder rend les méthodes compliquées , embar- 
rassantes à suivre et dîificiles ii retenir, les résultats auxquels elles 
conduisent fi^ ^lU-âfcrit {>lelneiii8nt 'satisfaire l'esprit, ^arce qu'ils sem- 
blent toujours dépendr'c deTbypothèsc particulière de laquelle on les 



tduils. 



Presque IpÇA ctnt' Juppasë'.c|ue-ron ioiftiaîsSatt -dej^ lÀ conditions 
de l'équilibre entre des puissances situées dans un même plan : con* 
ferons ^Mli 'tfRT Su i"eitc/pôÏÏfTè'ptuparrrJétêrmrn(!es d'ûiie^ manière 
assez laborieuse. Mais , bien que la recherche de ces conditions 
semble naturellement dQ,v.ol):^ri^()i^et .téît des conditions de l'équi- 
libre entre des puissances dirigées d'une manière quelconque dans 
l'espace, comme n^nmoios les prcmièfes se t.rgHV(^nt.implic[teiRept r^ii'^ 
feritJé^s dans les dérmèyes,!! semnie plus simple et plus ^It^ant d'arriver 
dîi^eifeni^t Vceï^^î , san'^isupposergue lés autres soieint d^jà connues. 
. 6V i^feut fi'àiarquer'd'kHÎ);\ftiqae'; pôut dèd«ife-les conditions de 
l'équilibre dans l'espace de celles de l'équilibre sur un 'plan , On est 
obligé de s'appuyer du principe fie F indépendance des Jbrces rec- 
tangulaires : or . ce jffincitiO H'AC ps ezem[tt'<le diificultés , comme 
M. Poinsot l'a fait voir dans sa Statique (*) ; et quand bien même 
il n'en présenterait aucune .'''■'BCBlUtfMii^lulôt devoir être une cons^ 
quence des conditions d'équilibre qu'un moyen de parvenir à ces. 
cQf^ditlo;î3, ,,0n,,jiîJij,4?!»t,%R ^u(?n*,4^ pr^çip^. dfs momèhs, tet ^. 

d^1f^^"!f%te«Ç '.Tuleakft'v^s c4;sitJtoîs;tfftwra»jp«rj4^î*i4iie; wyb 
qV^.9ÎT?J*S^|Ç'RiATR'A9'51'W^/P»Msfiné^ icenjîtkSrècoqirafciia àhiMU^\ 

- -; r jf n T T '- i i h ; m • ■: •^■ v m " nliiium i . i l » ti thu <■■.■ < atà. -i ^x ' ' '• ^ {•• — •'''' 
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ee.nfest peut-^tte que des équations même de l'ëquillbre qu'on peut 
en déduire une démonstration satisfaisante. 

' Je dois ajouter enfin que , parmi les méthodes employées jusqu'ici 
bonv- pnirenîr aux conditions de l'équilibre , plusieurs ne font que 
masqfier la difficulté qui naît dé l'existence possible des puissances 
égales et parallèles , pissant en sens contraire, sans être directement 
opposées , et que d'autres se bornent presque uniquement à n^ontrér 
que les conditions auxquelles elles conduisent assurent l'équilibre , ou 
sont une suite de son existence, sans faire voir nettement qiie ce» 
conditions sontà ta fois nécessaires et suffisantes ; ce qui est pourtant le 
point essentiel dans cette recherche. 

. On trouvera ici une solution du problème qfii nie paraît n'être 
sujette à' aucun de ces divers îiiconvéniens. Bien qu'elle «oit assez 
aimple , elle ne suppose néanmoins que le principe de la composition 
des forces qui concourent en un même point , et celui de la corn;* 
position des fcrces pa*alkles , .pour le cas .seulement oil ces forces 
admettent une résultante effective. Elle ne repose d'ailleurs qiie'suf 
cet unique axiome de Statique , savoir : que , pour yu'un système soit 
en équilibre , il est nécessaire et sugisaRt fvVn y introduisant àei 
puissances arbitraires de nature à avoir à elles seules une résultante- 
effectif e y le système ainsi modifié ^ ait. aussi, une résultante effective 
qui soit identique apec celle des puissances arbitrairement introduites. 
.Te n'ignore pas, au surpitttf', qç^e'j parja belle et neuve théorie 
des couples que nous devons ^ M. Foiàaot , on parvient d'une manière 
non moins élégante que rigoureuse^ atix cendilfiou d»^ l'équilibra 
d'un système de forme invariable ; mai; , quelque satisfaisante que 
soit cette théorie , elle-nje semble plus profire à devenir le sujet d'un 
traité à part , qu'à être lolroduite dans les livres élémentaires; IL 
parait peu naturel, e)a effet , de baser la Statique^ et conséqùemmént' 
l'4difiee entier-de^a iné ean iqCTe;'7OTTnr'cgS~d*éxcè"ptÎQn qûè'pfSenti' 
U prohl'&aW'de la eompanli<md«.déùx"£weéï=>parifiife9; ' ' 

S<nenttl^> P'^^ P'^*,\...,Aes puissances dirigées dans'l'tespace d'une 
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inanîère quelconque , et appliquées à des poiots invariablenuDl lia 
entre eux. Soient s^ ,^ , z' les coordonnées rectangulaires de f un des 
points de la direction de P' , considère comme son point d'application ; 
soient de plus X' , Y\ Z' , ses composantes parallèles aux axes, et soient 
adoptées des notations analogues pour les autres puissances du système. 
Soient augmentées les puissances X\ X" y .X"',,.... des quantité 
arbitraires A', A", -<"',....; les puissances l'' , Y" y F"'',.... de» 
quantités arbitraires B' , B" y B"' ,....; et enfin les puissances Z' , Z" ^ 

Z'" ,,... des quantités arbitraires C , C, C" ^ les puitsancea 

introduites dans le système auront , parallèlement aux axes , trois 
résulUntes partielles ^=£(.^0 . ^=^-50 . C=S(CO (*) , lesquelles 
pourront toujours , à raison de l'Indétermination, des composantes,' 
être supposées difTérentes de zéro :. oo pi^urra même admettre ; 
en outre , que ces résultantes passent toutes trois par un même 
point quelconque ; alors , en désignant par a , h , c , les coordonnées 
de ce point , ou aura , par le principe ^coniui de la compesitùo dei 
forces parallèles »,,,-,. 











■•; 


: ■ , _. a:- b ' 


ujmrlflM 


t lé» conditions 




• KC'iO i(Cy) ï(^y) it-*«0 
c • c , A . ' , A 



ce qnt 

lesquelles seront satisfaites d'elles-naêmes , lorsqu'il n'y aura dans le 

(*} L* aymt^ Zf-^Or ^, enploji^ !d., «jvmt l'iueg* , tatame ùae àbtinatmn et 
'A'+A''^A'"^,,,.; ïl'en faut entendre autanl des autref, fiinii que ée (omet le* 
potalioni aoalogiM aiaquellM boiu aiuou recouri daih w qui va auircc. 

System* 
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syitimè que la seule puissance P' , et qui pourront avoir lien d'une 
infinité de manières dans tous les autres cas. 

Si , au lieu de composer à part les puissances introduites , noas 
les considérons comme formant un tout avec celles du système primitif, 
en posant, pour abréger, 

nous aurons , parallèlement aux axes , les trois résultantes partielles 
X+A , r+B , Z-^C i 

' «t nous pourrons , ^ cause des puissances arbitraires , admettre qu'an^ 
cune de ces résultantes n'est nulle y et que de pllis elles passent 
toutes trois par un même point quelconque ; désignant alors par d , 
« , y , le» coordonnées de ce point , nous aurons 

Z-\-C X+A ' 

'^"~ X+A " Y+B ' 

ce qui emportera les trois nouYelles conditions 

X(Y>xO+X(B'x') _ X(Z'xn-{.X(C'x^ 
Y+B ~ Z+C * 

Z+C X+A ' 

i:{X'z')+ziA'z') _ z(rr04-£(B'gO ^ 
X+A ~ r+B ' 

lesquelles , comme les équations (I) , seront salisiaïtes d'elles-mêmes, 
ïom, 1. 2 



(II) 
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lorsqu'il n'y aura qu'une puissance unique dans le système primitif, 
et qui > conjointement avec elles , pourront avoir lieu d'une ïnli- 
nitë de manières différenics, lorsque les puissances du système pri- 
mitif seront au nombre de plus de deux. Il ne pourrait donc y 
avoir de doute sur la posslbilitt! de la coexistence de ces six con-* 
ditions , que dans le cas seulement où \i n'y aurait que deux puis- 
sances P^ et P" dans le système primitif ; attendu qu'alors , le nom- 
bre des conditions tSlablles se trouvant précisément égal au nombre 
dtes puissances A' , A", B' , B" , C , C" , introduites dans le système , 
on pourrait craindre , ou que quelques-unes de ces conditions ne fussent 
contradictoires, ou qu'elles ne donnassent, pour les puissances A', A''.^ _ 
B' 1 B" , C , C" y des valeurs qui, coniraîrement à l'hypothèse que 
nous avons établie , rendissent nulles quelques-unes des six quantités 
A, B, C,X-i-A, r-\-B,Z+C. 

Mais il est facile de dissiper ce soupçon : si en effet on déve- 
loppe les équations (1) poor le cas particulier oii le système pri- 
mitif n'est composé que de deux puissance* seulement , il arrive 
qu'après avoir fait les réductions, chacune d'elles se trouve comportée 
par les deux autres; elles n'équivalent donc alors qu'^ deux équa- 
tions seulement : on n'a donc réellement , dans ce cas , que cinq 
équations entre les six forces A' , A" , B' , B'* , O , C" ; elles 
demeurent donc encore indéterminées j elles le sont donc dans tous 
les cas. 

D'après ce qui pnjcède , on volt que la r&ultante particulière d«s 
forces introduites a pour équations 

'C(x^a)^A{z—c) , C(j—hy^B{z—c) ; 

et que les équations de la résultante du système modifié sont 

(Z+C)(4r-^=(JÏ+^{z-/) , 

; FrëseDtement , pour que le système primitif soit de lui-même en 
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ëgailibre , il est nëcessaire et il sulHt que la résultante àe ce sysllme 
modifié soit identique avec celle des puissances arbitrairement intro- 
duites : or , cela exige , en premier lieu , que leurs composantes paral- 
lèles aux axes soient égales , chacune à chacune ; ce qui donnft 
d'abord 

ou enfin i S(l''')=o , 




Au moyen de ces conditions , les équations (H) , les seules qui 
renferment le* puissance» du système primitif, se simplifient ; en leur 
retranchant en outre les équations (1) et chassant des déncwainateurs , 
elles devieanent 

(III) \A%{Z'y^=^C^{X'y^, 

Les ëquations des deux résultantes derîcnaent ausn , par suite des 
mimes conditions , 

} C(y~.b)=S{z—c) ; } C(y^)^S(z~./) ; 

ces résultantes se trouvent donc déjà parallèles; il suffit donc, pour 
qu'elles coïncident , qu'un point de la direction de l'une satisfasse 
aux équations de l'antre ; on exprimera donc que leur coïncidence 
a lieu , et conséqaemment on complétera le» conditions d'équilibre, 
en écrivant les deux équations 

^ > \ C(,-l.)=S(f-c) s 
nons deruis donc avoir ^ outre les trois conditions déj^ trouvées ,, 
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toutes celles que peuvent fournir les cinq ëqualîons (lïl et IV) , 
par l'élimination des arbitraires qu'elles renferment ;' or , comme 
d—'O , e — b y y — c se trouvent déterminées par ce qui précède, et 

comme d'ailleurs , en posant — =M et — =:iV , nous n'ayons plus 

que les deux arbitraires M et N , il en résulte que nos cinq équations 
doivent nous fournir encore trois conditions. 

Pour parvenir facilement à ces conditions , soit d'abord chassé A 
et S des équations (III) au moyen des équations (IV) ; C en 
disparaîtra aussi , et elles deviendront 

xçyjQ __ c— * JcZy) _/— « S(X't') _ rf— J 

mais » dans le cas présent où X, Y , Z sont zéro , on tire aisément 
des doubles valeur» de a , h , c , d , e , J , 





i(Z'io 
ï(zy) 


,' il Tiendra 




i(r*o_i(xys . 




xiZ'x'y ~" icX'*o ' 




'-"' î(xy) î(KV) ' 




icr^o î(zy) ' 





chacune de ces équations se trouvant comportée par les deux autres,' 
elles n'équivalent qu'à deux seulement ; mais A , B , C peuvent 
aussi être éliminées entre les équations (III) ; il suffît pour cela 
de les multiplier entre elles , et il vient ainsi ,' en renversant 
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mullipliant alors chacune des trois «iquatîoa» (V) par celle der- 
nière , OQ obtiendra , en réduisant , les trois équations distinctes 

les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre du système 
primitif sont donc renfermées dans ces six équations ; 

s(xo=o , s(Fz')=ï(^'rO ; 
£(ro=o , t(Z'sO=^'S(x^zO . 

Ces équations renferment, comme l'on sait, celles' de l'équiKbre 
entre des puissances situées dans un même plan : on pourrait aussi 
parvenir directement à ces dernières , en suivant une marche abso- 
lument analogue à celle qui nous a conduit aux équations cii-dessus; 
inais , dans le cas oti toutes les puissances du système 30Qt situées. 
dans un même plan , il existe , pour arriver aux condî^ons de leur 
équilibre , une autre méthode qui est trop simple pour ne pas l'in- 
diquer ici. 

Soient en effet F' , P" , P'" ..... des puissances comprises dans un 
même plan; soient xf ,y' les coordonaées rectangulaires ' de t'an-def 
points de la direction de P' considéré comme son point d'application ; 
soient de plus X' , Y' les composantes de cette force parallèlement 
aux axes , et soient adoptées des notations analogues à l'égard des autres 
puissances du système. 

Soit alors introduit , dans ce système , une puissance arbitraire , 
ayant A et B pour ses composantes parallèles aux axes , et ^ et ^ pour 
les coordonnées de l'un des points de sa direction, considéré comme 
son point d'application. 

11 est clair que le système ainsi modifié aura, parallèlement aux 
axes , deux résultantes partielles 
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lesquelles, ^ raison de l'induterminalion de ^ et S, pourront toujours 
être supposées diJTérentes de zéro : elles se couperont en un certain point; 
et, en désignant par d et e les coordonnées de ce point, on aura 
sCYVVfBo _ ■Z{X'y)-\-Ab _ 

~ ^(rO+B ' *~ KXO-M * 
valeurs qui, p^r l'bypotlièse , ne seront ni l'une ni l'autre m£nîes :' 
l'équation de la puissance introduite sera 

A{Y—b)—Bix~-a) , 
et celle de la résultante du système modifie sera 

[%{X')+A\{r-e) = [S(I'0+5](*-A 
Maintenant, pour que le système primitif soît de lui-même en 
équilibre, il est nécessaire et suIBsant que la résultante du système 
modiBé soft identique avec la puissance arbitrairement introduite. 
Or , cela exige , en premier lîeu , qu'elles aient l'une et l'autre les 
mêmes composantes parallèles aux axes, ce qui donne 

' d'où ' 



au moyen de ces équations , ou tire des valeurs de J et e 
(K) B(d--a)=^r:iO , A(e—b)=^-£(X'y^ ; 

et les équations , tant de la puissance introduite que la résultanto 
du système modifié sont alors 

A{y-h)=Bix~a) , A(y—e)=B(s-d) ; 

ces deux forces sont donc alors parallèles ; il suffit done , pour 
leur coïncidence, qu'un des points de la direction de l'une satisfasse 
\ l'équation de l'autre ; oo complétera donc les conditions de 1 équilibre 
du Systems primitif j en écrivant 

A{e~i)=iB{d-~a) ; 



dbyGoo^^Ie 



D'ÉQUILIBRE. ,5 

ce qui donnera, en substitaantlcs valeurs fournies p^r les ^uatîons (K), 

les conditions nécessaires et sulHsantes pour l'équilibre du système 
'^mitif sont donc renfermées dans lus trois équations 

J'ai dit que les équations de l'équilibre , entre des forces non com- 
prises dans un même plan, pouvaient conduire 4 la démonstration 
de celte proposition : Deux puissances non comprises dans un 
mime plan ne sauraient apoir une résultante. Voici par quel 
procédé cette conséquence peut être déduite de ces équations. 

On sait que la seule condition nécessaire et suffisante , pour qu'un 
système puisse admettre une résultante unique , est exprimée par 
l'équation 

S(xots(y'z'>-ï(zy)] | 
-i-sir^siZ'j/j-siX'zO-] I =0 i (M) n 

si l'on développe cette équation , pour le cw de deux force* 
seulement , elle devient , après les réductions , 

(N) {Z'Y"~VZ'r)i^'—x'r)+aL'Z''—Z'X/'i(y—y'r)+{VX"-X'T')(t'~i"J^=0. 



C*) Je «aisirai celte occMÏon pour (aire remarquer que c'e»t par une pure inad- 
Tcrtance que M. Prony , k Is page i la de sa Mécanique philosophique , a exprimé 
cette condition par troia ëquaiiont. Le syatème a en cffçï une résultante unique , 
lorsque ce» troii équation* ont lieu ) mais c'eat seulement parce qu'elle» vériEent 
réquation (M) ; en sorte que U jésullante peut étn nnique , sans qu'aucune ds 
ces trois équations soit vériHëe, 

Je crois cet avertissement d'aoïant plus utile que l'ouvrage de M. Prony est 
un de ceux que lea jeunes ^mètres J>eurent consulter avec le plus de fruit , et 
que l'autorité d'un lavant auui recontnundable pourrait facilement lei induire en 
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les équations des deux puissances sont d'ailleurs 

Si l'on veut exprimer que ces deux puissances sont daos un mémQ 
plan ayant pour dqualion 

Ax-\~By+Cz^=i f 

U faudra écrire 

A{Z' sf —X' z')+B(Z' y' —Y' z')=zZ' , 

A{Z"x"'-X"z")-\-BiZ"y"—TU")=:.Z" , 

JX'+BY'+CZ'^o , 

AX^'-^BY"-\-CZ^'=:o ; 

et, SI Ton veut de plus que ce plan soit quelconque, il faudra» 
entre ces quatre équations, ëliminer les irots arbitraires A, B, C ; 
er , ou retombe ainsi sur l'équailon (N) , et par conséquent sur 
l'équation (M) ; la condition nécessaire et suffisante, pour que deux 
forces puissent aroir une résultante unique , -est donc la même que 
.celle^qui exprime que ces deux forces sont comprises dans un même 
plan : si donc les deux forces ne sont pas dans un m&me plan , 
ni l'une ni l'autre de ces deux conditions ne sera remplie, et par 
conséquent les deux forces ne pourront avoir une résultante. 



QUESTIONS 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométrie. 



\js cercle ^tant donné, et trtHS points ^tant donnes de position par 
rapport à ce cej^cle y et dans nn même plan -aYec lui; circonscrire un 
triangle 'au cercle donne , de manière que le sommet de chocbn de m 
angles soit en ligne droite avec deux des points donné* 7 (*) ^ 

■■■'■. IL ■ 

Les propriétés caractéristiques du cercle sont, i.* que toutes celle* 
-4]e 9RS éonles' qui 'passent par ûncutain point déterniioé de-sbn ptan, 
sont. égales; a." qu'elles ont toutes leut milieu eri ce point.' 
' M»is il existe une infinité de courbes qui y sans jouir Aa la demîèfe 
ds ces propriétés, jouissent néanmoins de la première. 

On propose de déterminer l'équation la plus générale des courbe» 
de cette nature? 



{*) Ce problème nvient 1 celui dA l'on cxljçfrait que les tommer* Sa *n^e» 
du triante chercU Tuuent sur d«> draîler donsëet ; on peut auMÎ le généraliser 
en demandant de circonscrire au cercle donné un polj'gpne de m cAlés,.qui wt 
les sommea de h« angles sur m droites indéfiniei , données de poiilion par rapport 
4 ce cercle I 

Tom. L â 
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ANALISE INDÉTERMIJNTÉE. 

Recherche syslématique des formules les plus propres 
à calculer les logarithmes ; 

Par M. Thomas Laver^iède. 



' I. KJJH sait que , à et / représentant deux n'ombres quelconques , et B 
'^ant plus' grand que/', on a 

formule toujours convergente , et dans laquelle M représente le 
module. {*) .> \ -, '. ' ■ 

Zf Su, d^o^. cotle formule > on met à. la pl«ce.de a ai / despoly^ 
nômes eu x du degré [m ^v'i , ne dliBrant entre eux tpie par laui: 
, denûear teripç ^isolent, d^com posâtes. en faeteûrs tationnels do premier 
degré ^ ayant tous « po4ir premier terme ( c'cttrâi-dire , si l'on iaït ' 

et 

on^aura ^. ., . ■ ■.,.-'■ ■ • ■ ■ 

(*) Voyes le complément d'algèbre de M. Lacroix. « .^ . ^ 
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LOGARITHMIQUES. 

u—t i (S— ï) 



«t la formule (A) deviendra 



-T , 



=23/[r-i-ir+^r4-7r'+e»c.] , 



. Log.C*4-a>4-Log.(x+5)4-Log.(jr+'^)....+Lô6.C*+0--". 
— Log-CJH--)— Log.(*+^>— Log-C-a^^-ï') . - . .— Log.C*+x) 

=aif[:r+^r-i-i2^+ir'+;eic.] ; (b) 

or, II est clair qiie , lorsque les. valeun particulières des lettre} «^ 
a , 6 j c, etc. , », 0,y ^ etc. , seront données , on pourra., p^r oett* 
dernière formule, calculer le logarithme de l'un quelcoiu|ut das non-* 
bres x+a , x-^h , g-\-€ , etc. , x-h» , *+/» » ■*+>■ , etc. , sï l'on can- 
nait les logarithmes des autres. Il importe donc t .* de faire viMr ctrinsMat 
une tfquatioD telle, que (B) peut serrir k trouver les logjfritboM* 
de tous les nombres ; a.*' de déterminer les conditions qui dwmeat 4 
la série du second membre le plus de convergence » et par aoiMi^ 
quent À la valeur cherchée l'approximation la plus rapide. 

3. I.* Il est évident que , quelle que soit la taleur 4e * , les 
polyndmes u et / ne changent point \ donc x est variable. XI n'en est pw 
ainsi des lettres Oth ^e, etc. , ■ , ^ , y , etc. Les coefBciens P, Ç . . . . 
R étant les m£mes dans les deux petjndmes , les valeur» de ces lettres 
. a fh fC , etc. ; « , -|i , y , etc. , dpîvent éire telles que les fonctions des 
unes représentées par ces coefficïens dans le premier po1yn4Ïme , 
MÎent refpactiveitient égales anx fonetions semblsibté» 4e3 atitrA 
représeotées par ces mtmed coefficieas dan* Je aecoad. 11 sait d» là 
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que , quo'ujoe les lettres a , h , c, efc. ; « , ^ , v , etc. , soient toutes 
susceptibles d'admettre plusieurs valeurs , puisqu'elles ne sont lii^âs 
que par un nombre de conditions moindre que celui de ses lettres , 
il y a cependant , enlro leurs valeurs simultanées ou ctHrélatlves , une 
dt^pendancc mutuelle qui fait qu'on ne peut changer les unes , 
sans que les autres oit au moins quelques-unes des autres ne chan- 
gent ëgalemenl. Ces valeurs corrélatives des lettres a , b , c, etc. ; 
■ , |3,y,etc., forment donc ce qu'on peut appeler un système de valeurs ; 
et , bien que le nombre de ces systèmes soit intini , si , par une raison 
quelconque , on est dctermind à en adopter un , ce choix une fois 
fait , les quantilës n , 3 , c, etc -, • , /S , y , etc. , pourront être consi- 
dérées comme constantes. Dans cette hypothèse, les nombres x^a^ 
x+h , x+c , etc. ; ^-|-» , ar+iB , x-\-y , etc. , ne renfermant 
qu'une seule variable x , croîtront ou décroilront en même temps 
qu'elle : ils pourront ;âonc parcourir tous les degrés de grandeur et 
représenter successivement tous les nombres possibles. Donc une 
équation de la *forme (B) pourra servir à trouver les logarithmes 
de tous iles' nombres. On peut , contre cette assertmh , faire Tob-' 
jéclion suivante j savoir :' que les quantités x+aj x-\-è , x-^-c, etc.; 
a:+* , x+j», x-\-y , etc., étant au nombre de ini , il faut, pour 
pouvoir commencer à calculer des logarithmes par des formules du 
genre de celle dont nous parlons , connaître am-^i 'logarithmes. 
KoaJ revi«ndrotis dans la suite sur cette difficulié , et noys ferons 
vôii 'ebrnment , par le secours des formules eltcs-raémés , on peut 
se procdrer -ces' 2«— 1 premières données. ' ^ 

; 'a.' 'La série TH-^; T^-p^ î'+Tr'+etc.-, est d'autant plus con- 
Torgente que la quantité T ou la fraction 

î ■ ' ■■ ■■■'■■■•• ' \y^~îS) ■■■■■:-■ ■ ■^:----- -- 



■ ar"+Pir'»-r4-.,,.4.Ba>+.".i(5+:s)" 



est- plus petite, Ob , k -numérateur de cette fraction , qui doit être 
.constant, ilépèadde la difl'érenoe'j— Sdes demierd termes des poly-- 
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nômea u et /. Mais ces derniers ternies ëtant respeclivcmenl les pro- 
duits des quantité a, b, c, etc. , et m, fijv, etc., dépendent eux- 
mêmes des valeurs qu'on donne à ces lettres ; donc , pour rendre' 
la sétie r-j- 7 1^+ 7 3"*+ f T'H- etc. , aussi convergente quil est 
possible, il faut choisir pour les lettres a, b^ c, etc., «,'i3, y, 
etc. le système tie valenn qui rend la dihFcrence S — t, aussi petite 
qu'die peut l'être , sans nuire & la forme des polynômes u et /. 

Quant au dénominateur qoi est variable ,'on volt qu'il sera d'autant 
plus grand que le dtîgrë des polynûmes s et f sera plus élevé, et en 
même temps que le nornbcc x ,■ et par conséquent aussi les nombres 
j+fl , jr-4-^ > X-^c. , etc. ; .*+• , x-i-fi , or-f-y , etc., seront plus 
grands. Dolnc , la- convergence de la série dépend encore dû 'degré de 
la formule et de la grandeur du nombre dont on veut avoir le 
logarithme. - ' 

U est aisé de voir que les po1yn<5mes u et / ne.sont 3u4re,;clis^Q 
que les premiers membres de deux équations qui ne di/Tèrent entre 
elles que par leur dernier terme,' et qdî '6nt en outre leurs racines 
commensurablcs. C'est donc de la rechembè/de v^nbla^lesàjuktiôhsï 
que nous devons d'abord oous occuper; nous parlerons ensuite dei 
formules qui s'en déduisent, et de la man'ëre de les employer. 

^REMI-ÈBE, PA>Tt& ,, 

Bes-éçuatioar^iu' , ûyant leurs racines' cbmmensurohhs ,' ne-âiffiréni 
entre elles que par leur, dernier- terme* •>■■■■ ■ • 

4. Deux équations , qui n'ont de difFércnce que dans leur dernier 
feritM', pMivent étr« telles qae ce -^rnief lertne sqitKéro dàns'l'&ne , 
et une quantité efTective dans l'autre , ou telles que le demies 'ternie 
soit dans l'une et' dans l'autre une quantité «ITective. Dans le premier 
cas , A"* représentant une fonction de s qui devient nulle en même 
temps que * , si l'une des équation est X^-^h^^ ,■ l'autre sera 
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JC^=-0 ; cette derniire est celle que j'appettcrai la résaliaiUe , reUtÎTC- 
ment k U première à laquelle je dooneral le nom d'éfiiation prin- 
cipale. 

5. Toutes -les. équations du second degriî qui ont des' racines com- 
mensurables ont pour résultantes des équations dont les racines sont 
également commensurables. £n eiFet toutes ces équations sont com- 
prises dans la formule générale x*~\r(a'\-b)x-{~ab=-o qui , en sup- 
primant son dernier terme, devient *'+(tf+i)ar=o eu jr[iF-+fl+^] — O. 

6. Dans le troîsîémç degré tes racines des résatt^oles sont souvent 
incommensurables , quoique celles des équations principales soient 
rationnelles; mais on peut facilemeat trouver, parmi ces dernières , 
celles qui jouissent de la propriété qui nous occupe. Prenons pour, cela 
réquatioo 

s*-{-px'-{-^x-\-r=o , 

doRi la réaultanta 

^tent doTtads {uw jr, dsrient 

«t d^ume ' 

a a 

nommoDsâe plas — dtt — *ce» deu« raohie», et supposoM fue — «» 
_^ et _£ sont celle» de V.équation principale, nons aurons 

p^a-i-B-i-c cl ^=saB+ac-\-h. 

Cela posé , pour que U* Talear%da d ti â9 e soient ntioimelles f ï 

/aut qu'on «it . 

1 ^»~-4y= «n quarré ; 

or, cette égalili, en mettant pour p tt f lt\u valeur, peut s'^rin 
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comme il suit 

(a+6 — c)*— ^i=BB carré. 
OA' sstîsfait & celte condition ea faisant 

(o+S-iO>-4«J=(i.+i-i+aX)'=(«+»-«)"+4("-H— t>H-4''' ). 
ce qui donne 
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de plus , les valeurs de V et de « . deviennent , par celte supposition , 



l'équation principale se cliange en' . 

[(o-)-»»+oJ][«+H-''I , at(»4-»(*-h>-) [ 
._ . _,+ . _1— J 



at sa lëidtaate ût 



.(C> 



r[.+ '-:±^][^«+H-x]=.. 



7. Le résultat auquel noue t«dwi> de parrewr teofeme,' po«r l« 
irobième degië , une iafiaitë d'^quattons qui ont , ainsi que leur résul- 
tante , des racines commensurablefi ^ iniis , lonqu'en pmant'da, cetla 
forme gëoérale aux équations numériques , on veut avoir des nombres 
entiers pour racines de ces dernières , on est obligé de choisir le^ 
valeurs particulières à donner aux indéterminées a, è et \, de manière 
à ce que les dénominateurs dispwaisseat. On ^vite cet inconvénient 
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en observant qu'en général les résultais des questions ind^tennînies 
n'exprimant point des valeurs absolues, mais simplement des rapports , 
en peut tes multiplier ou diviser par telle quantité que l'en veut, 
sans qu'ils cessent de répondre 'a la questicm qui y a donné Heu. D'après 
cette remarque, dont nous ferons souvent usage dans la suite, il est 
visible que , pour avoTr les expressions des racines sous fa forme d'en- 
tiers , il suiEt , dans tous les cas, de multiplier les valeurs trouvées 
pour ces racines, par le plus petit dividende commun aux dénomi- 
nateurs de ces mêmes vateuts. Par ce moyen , les équations (C) devieunenk 

eu . 

8. On peut avoir^ ï la. pjiafe des équations (D) «. d'autres équation», 
d'une forme un peu différente , soit en considérant l'égalité 

o'— 4?^= corrê , 
cous BQ autre laspeot, soït en substituant dans Tes équations (D), aa 
lieu de l'indéterminée x , une nouvelIc'Tndéterminée augmentée ou 
diminuée d'iule, fonction de et £ ; mais ces difFcrentes transGomatioJu 
ne pouvant nous âtrc d'aucune utilité , nous n'entrerons point dans les 
détails qu'elles, exigent. NouS nou6 borneroa» seulement ici à faire 
voir qu'on peut encore soumettre les équations (DJ k remplir quelque 
Bouvelie condition, outre celles auxquelles eHcs satisfont déjl. 

Q. Supposons <rabord qu'on veuille que les deux racines de ta 
Insultante soient égales, un fera dsse on 

ce qui donner» 

i= il , 

snlwtitiiant 
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snbstitaant ti S cette valeur dans les équations CD) , et multipliant 

CDSiûte toutes les racines par — ,on aura pour l'équation principale 
jr'H-2(A*+tfX+û')**4-(>t*-|-û?'+û*)*^+a*''*(a-+-A)'=o , 

'OU 

(jr+o»)(jr+x»)[jr+(«+A)»]=o , J 
•t pour la résultante ) (E) 

lo. Si l'on veut que le second terme manque dans l'é^uatîoii 
principale, on fera d-he^o , 

ou 

ne qui donnera 

disant ensuite la sabstltution , et multipliant toutes les racines par 
i , le» équations (D) deriendront 

on 

et (F) ■ . 

it. ÊdHo , si c'est le troisième terme qu'on veut faire disparaître, 
on pourra faire </=o ou £=o, 'c'est-à-dire , 

(fl+^)A-f-ai=o ou (a-\-k-{-Ji)\=so. 

lia seconde hypothèse donne xa^(0H-^) «t conduit immëdiatemant 
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k ces deux ^qattloiu 

ou 

[x— <a4-^)][*— i(fl4-3)][«+fli]=o , ) 
et 

par la première hypothèse, qui donne h^— -—-—■, on parvient a» 

même résultat en tnultipllant , après la substitution , les racines des 

ouix ëquatlMw p«--- y - ; 

12. On voit , par ce 'qui précède , avec quelle facilite on peut 
façonner , pour ainsi dire , une équation du troisième degré , de 
manière à ce qu'elle ^i(,Eun4iqu«8t nSauUfcnto , .des racines commen- 
surables. 11 n'en est pas de même des équations des de^ct ,«u|)éri()uriu- 
DaDS le quatrième, par exeropU, lorsque l'équation n'est pas privée 
de son pénultième terme , s» résultante , qui devient alors du troisième 
degré, devant avoir des racines commensurahles, tombe essenliellc- 
meptdansJe'cas irréduotible. De'plus, outre les difficultés que parait 
devoir amener cette circonstance , l'équatioa principale' etler^êfoe' don- 
nerait probablement lieu à des expressions qu'on ne saurait rendre 
rattonneUeo. Ce B,'e«t, j^ croiâ, que. dans d^s. caA'pprtictiliers qu'on 
peut trouver, pour les équations des degrés supérieurs au troisième,, 
des formules de composition qui satisfassent aux conditions présentes , 
et quelquefois même ces formule* deviennent très-compliquées. Parmi 
les résultats auxquels m'ont conduit les diverses tentatives que j'ai 
faites , je ne .donnerai , dans ce qui va suivre, que les plus simples 
ou ceux qui pourront fournir une application avantageuse. 

i3. Ije premier membre d'une équation du quatrième degré pouvant 
toujours être considéré conyne le produit de deux facteurs du second , 
prenons pour équation principale 

,(iir»-HB:r+/»X«^+;'*4-7)=° » 
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et, pour faire dlsparailre le quatrième terme, supposons 

I "P ' ' ' ^ 

np-\-m^=^o ou y= ; 

la résultaote sera alors divisible par x', et seS' denx faeiiKs «ffetth^s 
«eront 

a ~"/^- 4 m * . • ■ - 

Si , pour rendre rationnelles . ces e^rcssions ^ on fait 

(m — p>* n(rn—p ^ pn»— p n* ~] • (m — p)' yj(^F^^-p) n>)» 

4 mLaraJ 4 m m»* 

il Tiendra î 

■ -"=" — jr — •' 

.. ..; •. .,: r"~r~' ..,,^ 

' ^ " ." ~ V^ ."■''.■. ) 

•I 

m i ' 

. im^ aorat^ par coriséqaeM ,ipotir hi ¥ésv1it|mé ■ ' '"- ' T f-D^^"/ 

•l poOT r^qoalion pjrincipale. _-.■,>, 



a'o& 
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ou , en multipliant tontes les racines par ^ 

**[j>+/H-m(*— i)][j+/n4-X*— i)]=o , 1 

i4> Avant de parler d'une' manière générale de la décomposition 
du preiniermeinbre.de l'étjuation - principale en faoteurs linéaires, 
nous ferons observer ici deux cas dans lesquels cette décomposition 
s'effectue avec beaucoup de facilité. 

j.* Lorsque ^==0, les équations (H)' deviennent 

a.\x^ — (ra— ^)*] = o , 
et {V.?-m(nî-^)][«'4-X™— ;')]==o ; 

ou , en divisant les racines par ^m—p , 

,jr»[** — (m— ^)3=o , 

et [**-'-"»3C*H-^3=o ; 

dans cet ëtat , peur que les racines de l'équation principale s<»ent 
commensurables , it sulBt de faire m^h* ei p:= — c* ; mat« alors la 
rationalité des racines de la résulta nie exige que ^M-^* soit on carré. 
On satisfait i cette condition en faisant 



li'^é' =Xa±f )'==f.*+3«+(;« 



ce qw donne 



■et i'-hCi 



4«' ' 



valeurs qui changent réqnbtioa fésnltante et la priroipile , après qa'jtHa 
8 multiplié leur»-. racines par sa, en.- ,. 

et [x' — 4'''^*][^* — C'^* — ^*)']— o « 



a) 
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On Toit par là que, dans ce cas, les racioes de l'ëqaatioa principale 
ne soot autre chose que les râleurs des côtés de l'angle droit d'un 
triangle rectangle , prises en plas et en moins, et que les deux racines 
effectives de la résultante sont la valeur de l'hypoténuse du même 
fa'iangle, prise également en plus et en moins. 
a.** Lorsque ^■=2, les équations (H) deviennent 

et 

vu 

^uatîons qui, en faisant m^^a' et p=è' , se changent en 
et I 

•a \ 

*»+3(a'-H'>'+(«'H-*')'**— «'*'(«'— **)'=0' J 
1 5> BeTcnons maintenant à la question générale. L'équation pria-. ' 
eipale (H) fournit les deux suivantes 

x*4rmt3f\-m{m—p)(t—i)^o , 
et 

la première de ^celle-eî donne 

*__ _ , 

etj en faisant 



dbyGoo^^Ie 



3o F OH MULES 

on M 

m(X — I)— XfJ'— a) 

f^ — -f. • 

— m^± [ml — 3iit-f-^X] 

X^ — ^— ^— — ^— — — ; 

a 

d'où 

et 

, . mCX+t—iy 
j=s — m{t—t)—pK^-. ■ ; 

la secoDde donne pareillement 

a , ' 

«t a en faisant , 



et - ' 

a * 

d'o& 



far II l'équation principale (H) , apfè«-^*un a divicë toutes «e« tvciftea 
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par JB , bu , M qoî nwMnt au mené , apris i|a'oa a fait nani , 4ei'im' 

•t les deoVL TaUors de ^ fourabsent de plus l'^uation de coQdlt!o»< 



(»-•>- c(*-^) 



-:..(M) 



en biùat >->i:s^ Cut ii la r^lvlion de e«ne âénâin d^atibn 
qu'est présentement réduite toute la difficulté. 

J 6. £n tirant de l'équation (M) la valeur de /• » il viendra 

et , cette expression devant être rationnelle ,.i.*si on suppow la quantité 
■oamise au radical égale [ — (s^i)9*-\-hf-^-x]* on aura 

+ h'f^ 

égalant ensuite les coeffiûeas de f , on trouvera i(9>4X*— 'SX+i , «I 
l'équation ci-dsuu5 donnera f~ — —:—. £n£n, cette valeur étant miu. 

dans celle de m , on aura »ssx' ou ms — ; chacun» de ces-der- 
nières valeurs donnera » au lieu de l'équation (L) , c«lIe<K:i 
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qui , en mulliplunt toutes aes racines par x — l , devient. 

K-('^-0"][**-4a']=o . 

et a pour nisultante 

,'[*»— (V+i)*]=o ; 

ces deux ëqnations ne sont autre cfaose que les équations I du n.* i^i 

et les reprodaisent en faisant x= — et multipliant ensuite toutes les 

racines par B, 

2." Si l'on fait la quantité qui est sous le radical égale à (j&f*+if+x)* 
on aura 

(X—i)»**— atX— OCaX— I )fï— (4'^'— I0XH-6A— Of H-axCaX— ax+i)f+x» 

égalant enraite d'une part les coefficiens de f , et d'autre part cea^: 
de (>', il Tiendra *=2X' — ax+i et A= — (sa* — i)(x — i). L'ëqaati<»i 

ci-dessns donnera f= — — et les valeurs de v deviendront /•=— — 

et »= — '-■ L'une- ou l'autre de ces valeurs étant substituée dan« 
rdquatton (L) du n.' piécédent, on aura l'équatlMi principale 

^iy en muhiplîant toutes ces racines par ^(x — »)(^+i)'i deTÎeDi 

«t a pour résultante 

»'[*-K»+i)(3;t'-3x+i)I[»+»;)i— iX*'+ï»+3)]=o. 
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17. Si , au lieu de tirer de l'équation M la valeur de /* , on prend 
celle de f , on aura : 



_ aAj.t— x-V»±Va'— aX^— (4^'— 4^'— 1)/*'+4^'(*— O/t' 
et , en égalant la quantité soumise au radical ^ (x — A/t+A^*)* ou 

les coelficiens de ^ et de ^* , supposés égaux de part et d'autre , don- 
neront A=i et A= — 2\{\ — i). On trouvera ensuite fort aisément 

H= — et f=— — ou 9=0 et f=i. Juilio , en subsU- 

A 3(X— j)' 

tuant respectivement — et i à la place de /• et. 9 (tao' l'équation L , 
on parviendra 4, l'équation principale : 

qui , en multipliant toutes ses racines par a* , devient : 

[H-'.(x-i)][H-x('>+0][^-(''— )][*+("+■)]=» 

et a pour résultante : 

Ces deux équations ne sont autre chose que les équations K du n.^ i^, 
et les reproduisent en faisant x =-— et multipliant ensuite toutes les 
racines par 3'. 

18. On pourrait maintenant , à l'aide des valeurs obtenues dans les 
deux derniers n.°* pour les indétcnninées 9 et ^, avoir d'autres va- 
leurs qui satisferaient également ï la question. Pour en donner un 
exemple , supposons qu'ayant trouvé dans le n." précédent que la 
Tom. I. 5 
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ialeatf*— —rend la quantité qui est soos le radical ëgale & un carré; 

on substltae dans cette quantité----^ r à la place de ^ ; elle dcTiendra, 
par cette substitution , 

-i-{C^— 1)'— aK'^— 0"C4^— Or-^A'C4'''— l6>L'+laX+i)r' + 4A'(*— i)r'} 

•t, en égalant son second facteur au carre [(>l«*i)*— ir]* ou 

, ,, V J^' + i X + I 
on trouvera « = x(4x — i) , r= , ^= et 

p = i— — i ou f = et f= . La se- 

4tx— I) ^ X— I *^ a(^-o 

conde valeur de ç conduira ^ l'équation principale : 

L * JL a(x— I) j r ^ 

r (x+i)(A'4.i)"nr (x+i)(A'— ax— i)-i ( 



'J^ 



L ax(x— 1> J L ^ J J 

qui, en multipliant toutes ses racines par 4x(x~^t), devient 

[X — ax(x — iK^--l-0]t*+»x(x' — ax — i)]x 

fjc — a(x+i)(X' + i)][* — (X* — i)CX' — ax — I)] 

équation dont la résultante a aussi des raisinés commensurables. Par 
la première valeur de p on reviendra aux équations déjà trouvées ( n." 

16, 1.-) • 

ig. Lorsqu'on a , pour un degré quelconque , une équation prin- 
cipale et sa résultante dont les racines sont des nombres rationnels, 
on peut, par leur moyen, trouver deux autres équations qui, ayant 
également des racines commensurables , ne diflèrent entre elles que 
par leur dernier terme , soit que ce dernier terme doive être datis 
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l'une et dans l'autre une quantité effective , soîl qu'on veuille qu'une 
de ces nouvelles tiquations devienne résultante de l'autre. Ces (rans- 
formalions présentant d'ailleurs quelques conséquences utiles , nous 
allons les examiner d'une manière générale, 

20. Prenons l'équation principale : 

x^-\-px^~'-\- -^rx-\-s=o 

ou (:r+fl)(*+^) (*+A)C*H-A) = (, 

ayant pour résultante : N 

jr»4-/»jf'""'4- -{tx^o 

ou (x + -)(ar+j9) (j:4-,)=o 

et mettons dans l'une et dans l'autre x-^d & la place de x. 

i." Si <^ n'est égal à aucune des racines —a, ^b, etc., — •,- 
— 0, etc., les deux transformées auront tous leurs termes respecti- 
vement égaux , k l'exception du dernier qui sera ^™-|-/ï(/'''''-|- ..%.. . 
+r</-l-j dans la premlfXe , et d°^-\-pd°^~^-^ . . . .. ...•\-rd Ami\» 

seconde, et par conséquent une quantité effective dans l'une et dans 
l'autre. 

21. 2.** Si d est égal à une des racines de l'une quelconque 6ts 
équations N , la transformée de J'équalion à laquelle appartient cette 
racine , aura une racine égale à zéro ; son premier membre sera di- 
TÏsIblc par x ^ et elle sera la résultante de l'autre tranformée , qut 
aura essentiellement ses dernier et avant-dernier termes. 

22. 3." Si l'une quelconque des équations N a deux racines égales, 
en prenant d égal à ces racines , la transformée de l'équation & la- 
quelle elles appartiennent , aura deux racines égales à zéro , son pre- 
mier membre sera divisible par s* , et elle sera la résultante de l'autre 
transformée, qui n'aura point de pénultième terme. 

a3. 4-^ Si l'une quelconque des équations N pouvait avoir trois^ra- 
cines égales, en prenant inégal à ces racines , la transformée de l'équa- 
tion it laquelle elles appartiendraient, aurait trois racines égales & zéro; 
COD premier membre serait divisible par x^ , et elle serait la résultant* 
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de l'aafre fransfortn^ qui manquerait de ses pënultîîme et antépé- 
nultième termes* Mais une équation quelconque, dont les racines sont 
réelles, ne peut être privée de deux termes consécutifs. /^onf, en 
général , il est impossible que deux équations qui ne diffèrent entre 
elles que par leur dernier terme ^ et qui ont des racines réelles , et à 
plus forte raison des racines commensurables , puissent , Tune ou l'au- 
tre , avoir trois ou un plus grand nombre de racines égales. 

On voit , par ce théorème que , n étant un nombre entier positif plus 
grand que 2 , le premier membre de l'une quelconque de nos équations 
ne peut avoir un facteur de la forme (^-|-(7)" , mais rien ne s'oppose 
3t ce qu'il en ait plusieurs de la forme (jr+a)* , c'est-à-dire , à 
ce que l'équation ait plusieurs couples de racines égales. 

i^. On peut encore démontrer très-aisément que deux équations 
du genre de celte que nous considérons , ne peuvent avoir une racine 
commune ; car, en nommant a cette racine , les premiers membres de 
ces équations seraient exactement divisibles par j; — a; mais, par Vby- 
potlièse , les dividendes ne diiTérant entre eux que par leur ' dernier 
.terme, les quodens ne pourraient non plus avoir de différence que 
dans te terme non affecté de x ; donc les équations primitives , abais- 
sées d'un degré par la division , donneraient encore deux équations 
qui ne digéreraient entre elles que par leur dernier terme. Maintenant , 
ces dernières , étant multipliées par x — a , devraient reproduire les 
équations primitives : or c'est ce qui est impossible. En effet, i." les 
produits partiels des premiers membres par x, différeraient entre eux 
par leurterme affecté de la première puissance de f; 2." les produits par- 
tiels de ces mémos premiers membres par — indifféreraient entre eux par 
leur terme non affecté de x ; par conséquent les produits totaux diffé- 
reraient entre eux par leurs deux derniers termes , et ne reproduiraient 
pas les équations primitives. Donc deux équations qui n'ont entre 
elles de différence que dans leur dernier terme , ne peuvent avoir 
une racine commune. 

25. Nous avons vu , n." 20 , que, lorsque d n'est égal à aucune 
des racines des équations N , les transformées ne diffèrent entre elles 
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que par leur dernier terme qui est <^+/»^"+ • • • ■ -\-rd-^s âaos' 
l'une , et /i^-\-pJ'^~' -f- . . . -\-rd dans l'autre. Si l'on veut que ces 
derniers termes soient de^ grandeurs égales , mais de signe contraire , 
il faudra faire : 



à^-^pd"^-' H- . . . . +rd-\- ~ -o 

On peut de cette équation conclure la règle suivante : 
Pour transformer une équation principale et sa résultante en deum- 
autres équations qui ne digèrent entre elles que par le signe de leur 
dernier terme , il faut , dans V équation principale ^ diminuer le der- 
nier terme seulement de moitié, ce qui fournira une noupelle équation 
qui aura ou n'aura pas de racines eommensurahles. Si cette équation 
a une racine commensarable , cette racine sera la valeur de A ou de 
la quantité dont il faut augmenter les racines , tant de l'équation prin - 
vipate que de sa résultante^ pour avoir les deux transformées cher- 
xhées ; si elle n'en a point , on en conclura que les trensfftrméis dc' 
mandées sont impossibles. 

Soit, par exemple, l'équation: 

, «*+€** -h9«+ 4=0 «a (jf+i)»(*+4)=f. 

qu'on obtient en faisant <i=d=A3=i dans une des équations princi- 
pales D etE des n.°* 7 et 9, £a dirtsant son dernier terme par a, 
on a l'équation auxiliaire : 

iT* -f. Gx* + 9* -I- 2 =£ o. 

Cette dernière ; ayant ^2 pour racine , fait voir qu'il faut ," tant dans 
la proposée que dans sa résultante , 

j:^+6j'-1-93:=o ou «(ar-l-3)*=o 
substituer x — 2 ^ la place de x , pour avoir deux transformées qni 
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ne dîAïrent entre elles que par le signe de leur denùer tenne. Ces 

deux transformées sont : 

x'— 3j?+2=o ou (x— i)*(jr+2)=o 



x' — 3j:— 2=0 ou C*~l~ i)'(^ — 3) = 0. 

26. Avant d'aller plus loin , nous ferons observer ici que (X™ 
représentant une ronction de s du degré m , qui devient zéro en même 
temps que cette variable), lorsque la résultante commune de deux 
ëquatîoDS X^ + S^^ô, et X" — S=o, qui ne diffèrent entre elles 
que par le signe de leur dernier terme , a comme elles des racines 
commcnsurables , on oblient , en les nuillipUant l'une par l'autre , 
i' équation X*"" — S*=e du degré am gui a pareillement, ainsi que sa 
résultante , des nombres rationnels pour racines. Cette propriété tient 
à une plus .générale que voici. Lorsque deux équations X'"-+-S=47 
■et X"'-t--T = <; , qui o.iu des racines commensurables et ne digèrent 
«nlie elles que par leur dernier terme , sont telles qu'en le^ ajou- 
tant membre i mefnbre , et divîs»nl ensuite par 2 , l'équation-demiT 
somme X'^H = o a aussi des racines commensurables ; sî , 

d'un côté, on^lève au carré celte dernière, et que d'un autre , on mul- 
tiplie membre i membre'les de«x premières, les équations qui en 

^Jroviendront , savoir : X»"+.(S-i-T)X"'+^^^j^ = et X»" -h 
(SH-T) X'"-4-"ST = o , jouiront encore de la propriété de ne dï/Térer 
entre elles que par leur dernier terme , et d'avoir , comme les équa- 
tions primitives , des racines commensurables. £n effet , dans le pre- 
mier cas , la résultante commune n'est autre chose que l'équation- 
demi-somme dont nous venons de parler, 

27. Prenons pour second exemple de la règle du n." 26 , l'équation 
lUtërale : 
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dont la r^ultante 


esl: 




a{x+h^e)=^o 


r^qmUon auxiliaire 


" 


cf+(J+<;)jr+^=« 


donne : 






__ — <»+rt±:\/»'+'' 


et en faisant: 






«■ + <:•= (it+cY=a'+2i:h-\-c' 


on troure : 




c 


= »•-• « 3-+^-'-:."'- 


d'oîi on âëduit : 






a' — mJ— 8'±C<i'+J") 



% 



4» 
Le$ valeurs âe d , dans le cas présent , seront donc : 

- _ «"* » _ Ha+h 

2 an 

En prenant la première yaleur, et substituant, dàns la 'proposée ainsi 

que dans sa résultante, x-\ à la place àa x , on aura deux 

transformées qui, en multipliant toutes leurs racines par za , de- 
viendront : 

s'-Kfl'-t-i*)jr— «7^(3"— J') = ou [j>-H7(fl+3)] {x—èia—by] =<? 

x'-^(a^-\-b^)x-\-ahia*--h') =o ou [r+û(â— 3)] [^t+iC-H-*)] = o 

Ces deux équations , ne différant entre elles que par le signe de leur 
dernier terme , et ayant une résultante commune dont les racines sont 
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commensnrables, An pourra, d'après la remarque du n.* pr^cëdenl, 
les multiplier l'une par l'autre , et on retrouvera les équatioDS K Au. 
n." i4- 

La seconde valeur de J conduirait aux mêmes équations, en chao* 
eeant les signes de toutes les racines. 

a8. Soient maintenant les équations du troisième degré : 

[jr+;>— a— <r][«H-fl][*H-c]=o 
•t 

ou 

et 

x^+px*^-iip+dp'-y^&d—>d')x-t-è^fp~è'J~'id*=o 
Four que le troisième terme de la première soit égal au troislèm» 
terme de la seconde , U faut qu'on ait : 

ap-\-cp—a* — fltf— ff*=i/»+<^ — B' — W — d' 

ce qui domie : 

a" -f*<w+c' -~ h'^iâ—d' 

P ~~ . a+c—h~d 

Cette valeor éuat substituée dans les équations primitives , on > : 

*'H ,^-b-j ^+ 

o^c—b—d a+c—b — d 



j , a' + ae + C — h'~~hà — d' ^ , * 
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oa 

et 

Si l'on veut encore que ces équations ne diffèrent que par le signe 
de leur dernier terme , il faudra faire : 

équation qui , étant résolue par rapport k c , donnera ( en faisant 
pour abréger fl+i=À et a-~6=& ) : 



^ihd -zka) 



{hd*~'hkd^kah:ti 



Ces valeurs devant être rationnelles , il faudra que la quantité qui est 
sous le radical devienae un carré. Supposant donc que la racine de 
ce carré soit :i: A^+W+ifli, on aura: 

A'tf— aA&-</< +& (&'fc— > 6Aaft — 4iba») <f • + afo» (A + M) <I 4- Jt'a*»' as 

Egalant eosuite les coefficiens de d, i.* il viendra A=j (^h-\-2a)'i 
a." l'équation sera réduite b 

et donnera : 

^ •^ZJuÈb^ph^—sJiah^ahka—iJia' 

~ Acfc^A±M) 

Cette double valeur de d conduisant i deux résultats également re< 
marquables , nous l'emplolrons successivement, 1." avec les signes su- 
périeurs , 2." avec les signes ioféiieuis. 

Tom, I. € 
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29. En prenant les signes supérieurs, on a : 

Cette valeur ^tant mise pour d dans l'expression des valears de £ , 
qui , par l'hypothèse , devient : 

_ hd- — hkâ--kabz^0id' — hkd+3kad+kal>i 
~ 3(AJ— AoJ 

on trouve; 

»a+»it— ftJ^(fio — M — aka+M) 



-4a 

3hk+iak — ato 



= -(a-J) 



Substituant ensuite l'une ou l'autre de ces valeurs de c , ainsi que 
la valeur de i/dans les équations du numéro précédent, ces équations 
deviennent : 

** — (o» mm.aB -^i^)s-\-ai(a—h)=o 
et 

jH— (a' —-ab -\-h*)x — ah(a^h)=o 
ou 



Dans cet état , kur résultante commune a peur ses deux racines ef- 
fectives : 
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taleors qu'oo rend rationnelles, en faisant : 

ce qui donne : 

A l'aide de celte dernière expression , on parvient aisément aux 
équations : 

j* _ (0»— flA + A")** — a\(a'—\')i2a — *)(3x— »)=<> 
et 

ou 

[*— x(2a — x)}[*-*-tf(3A— tf)3[*-*-(a'— xV]='' 
et 

[*4-x(30 — a)][* — 0C2X— fl)][* — Qf' — X»)] =0 
dont la Téaollante est -. 

Enfin , ee» ëquations , étant moltipliées f une par l'antre , d'apris la 
remarque du n.''-26, donnent l'équation du sixième degré: 

ou . (q 

qui a pour résultante : 

3o. Nons ferons observer ici , t.** que les équations du troisième 
■degré , qui nous ont donné l'équation Q , sont les mêmes que tes 
équations F du n.** 10 ; car il suffit, pour établir une parfaite identité 
entre elles , de clianger + x en — x , ce qui est permis , a étant une 
quantité indéterminée ; a." qu'on peut encore obtenir l'équalion Q par 
le mcym des équations E du n." 9 , en changeant d'abord les signe* 
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de toutes les racines pour les rendre positives > faisant ensuite la quantité 
o* + flA-t-\' ëgale à un carré, et mettant enfin x* à la place de *. 
3i. Prenons à présent les signes inférieurs dans la valeur de d 
( n." 28 ) , nous aurons : 

"" A(ft — A — aa) h 

quantité C[m , étant mise ï la place de d dans l'expression : 

donnera : 





Hlid- 


fci) 




tf = 


Hk + ay W 


a + t 


-J) 


c=z 




~" «H 


-ai) 
h» 



L'une ou l'autre de ces valeurs de c , ainsi que la valeur de 4 , qui 

n est autre chose que — ^ , étant substituées à ces lettres dans 

les équations O du n." 28 , on aura ( apris avoir multiplié toutes 
les racines par a H- ^ ) les deux éqaatîons suivantes : 

et 

*'+3(a'— «»+*')«■ +a(a' — oJ+ft')*«+«i<o'—*'Kao — i)(<i— ai) a=o 
ou 

I*— *(« — aJ)][« + to — *)(ao — S)][« + oC« + *)]»o 
et 

[a>h»Caa — *)][« + ca —*)ta —a*)][a! + ê(a -|.5)]=:o 

dont la résultante commune est : 

<*+(«I»-fl3-t-^')][j7+2Ca»-<7i4-i»)]=0 

et qui , multipliées l'une par l'autre , donnent l'équation du sixième 

degré ; 
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qui a pour résultante : - 

;r»[«H-(a' — «i+i')]'[x4-2Ctf»— «^4-^0]"='» 

32. Le nombre a* — ah-\-h' ou a' — mH-a* , qui entre dans la 
composition des équations Q et R , est remarquable en ce qu'il est 
la somme d'un carre et du triple d'un autre carre. En effet , les 
lettres a et j peavent toujours représenter , l'une la somme ^ et l'autre 
la différence de deux nombres. On peut donc faire a = >'+ /} et 3 
ou X = •— I». Ces valeurs substituées dans a* — fli+i'et «*— «M-**, 
changent ces expressions en •' -h3^* > quantité qui conserve sa forme, 
tant qu'on n'a pas >=:« ou j*=0, c'est-i-dlrc , h'^s.'r^a Wk h'=.a. 

33. Si, à la place de a* — aa + a* , et de o'' — ah'\-b*^, on met 
«■ H- 3^' dans les équations Q et R , on aura ; 

pour les premières , 

«* — 3(«' + 3^')'»* 4- (•■ +3A')'*' — ïGm-fi'l»' — j9')'(,' — ^-i- — fl 

ou 

C*' — (« 4- «'(« — 3iï)'i[«' — i6-',ri[*' — 1« — «'f. +3«'] = a 
et 

et pour les secondes , 
*' 4-€(«' + 3iyr)«» ■+ iSc-- 4.-3;8Ta!* + ia<.' + 3|C)'«' ■+> ) 

4(-' + 3^')'»' — 16.'^'(.' — ^-VC»' — 9^*)' . i"*. 



[«+(• — «(• — 3«][K + (« + «(« + 3«][a: + a«« + 3«]X 



h» 
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a;'[i+.-+3?-]-[j;+s(.-+3f)]' = o 

En examinant avec attention ces équations, on aperçoit auvent ijne 
les secondes sont des transformëes des premières, transformées qu'on 
obtient en mettant dans celles-ci :E-f-«*-{-3jS* à la place de jr. 

34- On peut aisément se procurer , pour le quatrième degré, deux 
équations complètes qui ne dtfîèrent entre elles que par leur dernier 
terme. Pour cela , prenons les équations : 

et 

\x*-\-mx-{-c(m — c)][jr*-+-njr+rf(n — (/)]=o 

Ott 

(irma-^mnb-^na* — mb*)x~\-ah{m~à)(n~h) \ 



{mnc-^mnd—nc*~md*)x-\-cà(jn~£){n—d) i 

qui ont leurs racines commensorables , et dont les seconds termes ont 
le même coefficient. Les conditions à remplir nous 'fouriùrMit les 
ëquations suiTantes : 

ma-\-nh — «' — h*z=.me-\-nJ — c*^d' 
et 

qui , en faisant : 

ar^c^^t a^c^v, i-^d^i, i^d=s» 
deTtemnent : 

ym+tn — fiy—iisse 

>*fw+mn— ^ya— tons» 



Djgitized 
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LOGARITHMIQUES. 
La première donne : . 



il 



et , en substituant cette valeur daos la seconde ; on trouve l'équation : 
de laquelle on tire : 



aC^+O 



on auta donc : 






Le second système ne peut convenir à l'objet que nous nous pro- 
posons ; quant au premier , dans lequel m et n ont la même valeur , 
il conduit, en multipliant toutes les racines par 3(y+«), aux, deux 
^nations suivantes : 



h' 



[x + W— y>(y + OU* + a>. + /Sy— ia.+ v. + y,]X 

C*+Ci— •)Cy+<>][* + 3^»'+*'— v^+yt + i'] 
Ces Ajuations renferment , dans leur généralitë , les équations I eï 
K du n." 14. On en déduit les premières , en faisant d'abord.... . 
,_ ^A , . ,. . i 

— r .' multipliant ensuite toutes les racines par — — et faî- 

' r ^ — ^ 

aant enfin v = fr Ponr avsir les secondes , il suffit de faite • = * 
et y = (I. 

35. Si, d'apris ce que nous avons dîl (n.* 26), on voulait passer 
\ des équations du huitième degré , \ l'aide des précédentes , ÎI fau- 
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drait , i ." que celles-ci ne dllTérassent entre elles (|ae par le signt 

de leur dernier terme , ce qui exigerait qu'on satisfit k l'équation : 

W + v)(*+0(ai-« + |8y — fli— y — yi)(a(8y+A — y*— y.— ,') = 
— (i8— vK*— iKaA + Ay — (•H-y' + v'Ka^+A — yl + yi + t*) 
.3.° que leur résultante commune eût, comme elles, des racines com- 
mensurables. Ces conditions paraissent bien difficîtes i rempKr. 

36. Pour avoir maintenant deux équations du cinquième degré ,' 
qui ne diffèrent entre elles que par te signe de leur dernier terme ^ 
il suffit de se rappeler qu'en changeant tes signes des termes de rang 
pair d'une équation quelconque , on ne fait autre chose que changer 
les signes des racines : d'où il suit que , si une équation de degré 
impair est privée de tous ses termes de rang pair , k l'exception du 
dernier , en changeant le signe de ce demi&r terme , on changera 
les signes de toutes les racines qui, par conséquent, resteront com- 
mensurables dans le second cas , si elles étaient commensurables dans 
le premier. On voit de plus , par le n.** 24 , qu'une pareille équation 
ne peut avoir à la fois +a et — a pour racines. D'après ces re- 
marques ( qui peuvent d'ailleurs servir i trouver avec facilité les 
équations P du d.° 29 ) , soit l'équation du cinquième degré : 

qiri n'a point de second terme. Il suffira , pour quelle n'ait de ses 
termes de rang pair que le dernier , de faire en sorte qu'elle soit 
également privée de son quatrième terme. Or, après le développe- 
ment , le coefficient de x' ou du quatrième terme , est : 

Égalant donc cette quantité ii zéro, et ordonnant par rapport ï a, 
on aura l'équation : 

(HHHH*).'4<H-c4^v«M^»'H-*'''4^'+a*crf+M-+e-*+*d')==<. 

qui donne : ^ 

_-(»4.c4 ^-±^/;^74^*— 4(M-g+^t^'H^''^4^'-Ht*c'<4^'^'-f<''H«^) 

n 
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11 faot , par coDSÔjaen't , qiie H quantité; . -. 

ou 

qui est sons le radical , >8oit égalé à im carré. Oo la iet\A telle , ea. 
supposant d'alwrd : • 

ce qui la réduit k : 

et faisant ensuite : 

c ~ i«* et V = ^ ^' 
car alors elle dcTient : 

Oo troure , d'après cela : 

enfin l'équation primitive se change en 
ou 

a»*^*<-' — /!*)(4** — ^'Xa** — 18'> S 

et on a pour seconde équation : 
DE-Ka-+*)(— «][»+(3*— i8)C»+»][»— a-'+iTll*— a*'l[«+i8'] = « )T. 
ou ' • 

■r<_^8«'— 5-'A'+a;9')x'-Hl6-'— aS-'^'+aa-V— 7-'/»'+^')*+ î 
3-'i»'(-'— jS')c4*" — ^*>Ta-' — !«') ) 

La résultante commune de ces deux équations u'a point - de racuies 
Tom. 1. 7 
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commensurablfis , et U serait diillciic de l'y amener , si toutefois ta 
(fhose est possible. 

37. Après avoir expose, dans ce qui prëcède , les dîrtrsrrfsultats 
auxquels je suis parvenu , je crois deroir faire obscrrer qu'on pour- 
rait arriver k quelques-uns par des moyens plus simples ; mais j'ai 
préféré d'employer des métbodes générales, et de rarier autant au'it' 
m'a été possible les solutions que j'ai données. • 

La question principale , c'est-à-dire , celle de trouver deux équa> 
tions du degré m , qui ne diffèrent que par leur dernier terme, et 
aient des nombres rationnels ponr racioa», peut être envisagée sous 
diiférens points de vue. 

i." Il est évident, par Irtliéorèmc de Newton sur les sommes 
des puissances des racines d'une équation , qu'elle peut s'énoncer ainsi : 

Trouver 2m nombres , lels que les sommes des i.'*' , a."" , S.""*" 

m — I.™*' puissances des m premiers , soient respectivement égales aux 

sommes des i.'** , a.'"*», 3.?**^ m» 1.*°*' puissances des m 

derniers. '''- "" "" - ■ - ■ 

2° On voit, d'après la composition générale des équations, que,', 
si on a 2n ëqualloos du degré m , qni ne diffèrent entre elles que 
par leur dernier terme , et soient telles que les sommes des produits 

I à I, aàa, 3à3, n— i à n—i des derniers termes 

àet n premières., soient respectivement égales aux sommes des pro- 
duits iÂi,2à2,3à3, n^\ \ n—i des derniers 

termes des n dernières, en multipliant entre elles les n premières 
d'une part ,' et les n dernières d'autre part , on aura deux équations 
du degré mn , qut ne différeront entre elles que par leur dernier 
terme. La remarque du n." 26 rentre , comme cas particulier , dans 
ce que je viens de dire. 

3." Lorsqu'on a deux équations complète» en x du degré m, con- 
ditionnées comme nous le demandons , on peut , après avoir rendu 
toutes les racines positives , chercher Jk les transformer en carrés : 
alors , en mettant dans ces équations jr' à la place de x , on a deux 
équations du degré zm , décomposables en facteurs de la forme j;**ji' , 
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et qui satisfont aux conditions prescrites. J'ai , dans le n." 3o, lodiqué 
ce moyen comme pouvant semr pour parvetiïr aux dqualions P dii 
sixième degrë , par le moyen d'ëtjuations du troisième. 

4." Enfin , pour avoir deux i^quations de degré impair, qui jouissent 
de la propriété demandée , il est aisé de se convaincre que , si on 
peut se prorarer deux équations du degré m , qui , ne dlfFérant entre 
elles que par leur avant-dernier terme , soient telles que leurs "résultantes 
aient, comme elles, des racines commensurables, en- multipliant la 
première par la résultante de la seconde divisée par jr , et la seconde 
par la résultante de la première pareillement divisée par j;, on aura 
deux équations du degré zm—i , qui n'auront de différence que dans 
leur dernier terme. On peutaisëment, par cette voie , obtenir des équa- 
tions 4u troisième degré, à l'aide de celles du second. 

Ces diverses considérations pourront être utiles & ceux qui voudront 
pousser plus avant les recherches qui font l'objet de ce mémoire. Je 
dois convenir îcî que les tentatives que j'ai Faites pour cela ne m'ont 
pas réussi ; mai^ je suis loin de croire qu'on . ne puisse trouver., pour 
les degrés supérieurs au sixième , des équations qui satisfassent aux 
' conditions prescrites ; je suis persuadé , au contraire , que , si des 
personnes versées dans l'analise indéterminée s'occupaient de cette 
théorie , elles pourraient y faire des découvertes intéressantes. 



( ta seconde partie à un prochain numéro. ) 
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ELEMENS DU CALCUL. 

De t identité entre les produits qui résultent des mêmes 
facteurs différemment multipliés entre eux. 

Par M. Gergohhe. 



(_|n sait que ; iiûBS une multiplication numérique , on peut , sens 
changer la valeur du produit , prendre le multiplicande pour mul- 
tiplicateur , et réciproquement ; et qu'eo général , lorsqu'on veut 
déterminer le produit de plusieurs facteurs , on peut, â volonté , in* 
tervertir , dune manière quelconque , l'ordre des multiplications qui 
■ doivent conduire au résultat qu'on se propose d'obtenir. 

Une expérience qui ne s'dtaît jamais démentie , et peut-être aussi 
la difficulté qu'on éprouvait ^ démontrer cette proposition d'une ma- 
nière satisfaisante , l'a fait admettre pendant long-temps au nombre 
des propositions évidentes d'elles-mêmes. Ce n'est seulement que 
dans ces derniers temps qu'en y réfléchissant mieux , on a com- 
mencé à apercevoir qne , loin de pouvoir être classée parmi les 
axiomes , elle offre au contraire , dans sen universalité, un fait non- 
moins singulier qu'il est important , et qui serait même pour nous 
un sujet de surprise sï , en cette rencontre comme en beaucoup 
d'autres , l'habitude de voir ne devenait un obstacle & notre éton- 
nement. 

Il n'est personne , k la vérité , parmi ceux à qui les nombres sont 
tant soit peu familiers , qui n'aperçoive d'une première vue que a 
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fns 3 fois, et 3 pris a fois , font également 6 ; que 3 pris 4 f^o>s , ^E 
4 pris 3 fois, font également 12 , et ainsi du reste ; mais il n'est 
point àa tout évident que , par exemple , il rerienns au même d'a- 
jouter 235 fois à lui-même le nombre 173, ou d'ajouter 172 fois 
^ lui - même le nombre 236 ; et ces deux opérations , soit qu'on y 
procède par addition ou qu'on y fasse usage de la multiplication , 
diffèrent trop dans leur marche pour qu'on puisse prévoir à l'avance , 
si déjà l'on n'en était averti , qu'elles doivent conduire au mémft 
résulut. A plus forte raison la chose cesse - 1 - elle d'être claire 
d'elle - même , si l'on admet de plus grands facteurs et en plus grand 
nombre , et elle le devient encore moins, si l'on prend des facteurs 
fractionnaires ou irrationnels. Cette propriété est même tellement 
inbéfente à la qualité abstraite des nombres, qu'elle cesse d'être vraie 
du moment qu'on les en dépouille. Ainsi , par exemple , tandis que 
la multiplication d'une ligne par un nombre abstrait est une opération 
parCailement intelligible et facilement exécutable avec la règle et 
le compas , celle d'un nombre abstrait par une ligne n'est , au contraire , 
qu'un être de raison. 

On a donc très-bien fait de chercher à démontrer , dans les livres 
élémentaires, que te produit de plusieurs facteurs se compose de la 
même manière de chacun de ces facteurs , et en est consé^uemment 
une fonction symétrique; mais, des démonstrations qu'on adonnées 
jusqu'ici de ce prindpe , la plupart manquent de rigueur , de généra- 
lité ou de simplicité , et les autres sont de vériubles paralogismes. 
C'est ce qui me détermine à présenter ici celle que , depuis plusieurs 
années , j'ai adoptée dans mes cours , et qui me parait ne rien laisser 
à désirer. 

Il est une vérité d'un ordre plus élevé , qui a beaucoup d'analogie 
avec celle -là, -et qui peut être démontrée par le même tour de 
raisonnement ; je veux parler de l'identité entre les résultats auxquels 
on parvient, dans la dlfFérentiatlon des fonctions de plusieurs variables , 
en intervertissant d'une manière quelconque l'ordre des dliferenliatioits 
successives : idenUté qui , pendant long-temps , a aussi été admise 
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sans fitre prouvée ; j'en ttîraî quelque chose , après que j'aurai dëreloppi 
la diîmonstralton que j'aî principalement en vue. 

Cette démonstration suppose qu'on se soit dé)à assure de la vërit^ 
de la proposition pour les produits de deux et ceux de trois facteurs 
entiers. Le moyen le {dus naturel et le plus simple d'y parrenir 
est peut-être de recourir à des consîdërations géométriques , comme 
l'a fait M. Legenàre, dans son Essai sur la théorie des nombres {i) , et 
c ')mmc je le faisais déjà , dans mes cours, avant que ce savant ouvrage me fût 
connu. AHa de présenter ici une théorie complète, je vais d'abord traiter 
ces deux ces particuliers, aussi brièvemeat qu'il me sera possible. 

Deux facteurs ne peuvent être multipliés l'un- par l'autre que 
de deux manières différentes , parce qu'il n'y a que deux manières 
de choisir entre eux le multiplicateur , et que , le choix fait , le 
multiplicande se trouve' de lui-même déterminé. Quant à trois 
facteurs , on peut en former le produit de six manières dUTérentes^ 
parce qu'il y a trois manières de choisir entre eux le dernier facteur, 
et que , dans chaque cas , il y a deux manières de Former le produit 
des deux premiers. Si donc qd prouve que deux facteurs peuvent 
donner deux produits, et trois facteurs, siji produits qui soient 
égaux, il sera prouvé tjae tous les produits , aoit de deux , soit de 
trois facteurs , sont égaux de quelque manière qu'on les forme. 

Or , soit premièrement un rectangle dont on ait divisé les deux 
cdte's d'un même angle en plusieurs parties; que l'en conçoive, par 
les points de division de chacun de ces côtés , des parallèles à l'autre^ 
ces droites diviseront le rectangle total en rectangles partiels dont 
le nombre sera le produit du nombre de ceux qui reposeront sur 
la base par le nombre des divisions de la hauteur ; et , comme il 
en reposera autant sur cette base qu'elle aura de divisions , on pourra 
dire , plus simplement , que le nombre des rectangles partiels est 
le produit du nombre des divisions de la base par le nombre de 

(') f^oyez pages 2 cl mifonltt. 
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celles de la haUlear ; et , comme on peut prendre indifT^remment pour hau-r 
tenr chacun des côtés divisés, il en résulte que le nombre de ces 
rectangles pourra être exprimé par deux .produits des mêmes fac- 
teurs , et que conséquemment deux semblables produits sont égaux. 
Soit , en second lieu , un parallélipipède rectangle dont on ait 
divisé les trois- arêtes d'un même angle en plusieurs parties ; que 
l'on conçoive , par les points de division de chacune , des plans 
parallèles k la face qui contient les d«ux autres , ces plans divise- 
ront le parallélipipède total en parallélipipèdes partiels dont le 
nombre sera le produit du nombre de ceux qui reposeront sur la base 
ou, ce qui revient au même, du nombre des rectangles compris 
dans 'cette base, par le nombre des divisions de la hauteur; nîab , 
cette hauteur peut être indifFéremraent chacune des arêtes divisées, et , 
dans chaque cas , le nombre des rectangles compris dans la base 
peut , d'après ce qui précède , être évalué de deux manières dif?- 
férentes -, d'où l'on voit que le nombre des parallélipipèdes partiels, 
compris dans le parallélipipède total , pourra être exprimé par six 
produits des trois ïnêmea -facteurs , et que conséquemment six 
semblables produits sont égaux. 

Ayant ainsi prouvé que les produits de deux et de trois faotear« 
sont toujours égaux, de quelque manière qu'on procède à leur for-) 
mation, je vais démontrer maintenant que, si Ton était assuré qu'il 
en fût ainsi pour les produits de n — 2 et pour ceux de n — i facteurs, 
on serait en droit d'en conclure que la proposition est vraie aussi 
pour les divers produits que l'on peut former avec n facteurs donnés. 

Soient en eifet comparés entre eux deux quelconques de ces pro- 
duits i ou ils auront le même dernier facteur , ou bien le dernicT 
facteur sera différent dans chacun. Dans le premier cas , l'avant- 
-demier produit sera le même de part et d'autre , puisqu'il proi 
viendra de la multiplicatioa dés n-— i mêmes facteurs ; on aura donc , de 
part et d'autre , i la dernière multiplication , même ntultiplîcande 
«t même multiplicateur , et conséquemment même résultat. 

Si , au contraire , le dernier facteur n'est pas le même dans le4 
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deux produits î on pourra , sans rien changer à leur râleur , amener 
à l'aTant-demière place , dans chacun , le facteur qui se trouve le 
dernier dans l'autre; car on ne fera ainsi qu'intervertir l'ordre des 
multiplications entre les n — i mêmes facteurs ; alors , de part et 
d'autre , les deux derniers facteurs seront les m£mes , et se pré- 
senteront seulement dans un ordre inverse; et comme, de part et 
d'autre aussi , les facteurs qui prëcëderont les deux derniers seront 
les mêmes , et en nombre n — 2, ils donneront le même produit : 
considérant donc ce produit comme un même premier facteur , 
il restera à former deux produits des trois mêmes facteurs ; 
produits qui , d'après ce qui précède , seront nécessairement égaux. 

11 est donc prouvé maintenant que la proposition serait vraie 
pour n facteurs , si l'on était certain qu'elle le fût pour n — a et 
n -• I facteitrs; mais, puisqu'elle est vraie pour 3 et 3 facteurs , elle 
doit l'être pour 4 ! l'étant pour 3 et 4 ^ elle le sera pour 5, et ainsi de 
suite : elle est donc générale. 

Voilà pour ce qui concerne les nombres entiers , cwisidérés abs- 
traction faite de leur signe ; et , comme il est a1sé de prouver , à priori, 
que le signe du produit de plusieurs facteurs dépend uniquement du 
nombre des facteurs négatifs , et non point du rang suivant lequel ils 
se présentent , on en peut conclure que , même en ayant égard i 
leur signe , le produit de plusieurs facteurs entiers est encore unç 
fonction symétrique de ces facteurs ; enSn , les règles de la multi- 
plication des facteurs , soit fractionnaires , soit radicaux , prouvent que 
le même principe leur est également applicable, 
" De ik il est facile de conclure , i.* que , « plusieurs nombres doi- 
vent être combinés entre eux uniquement par voie de multiplication 
et de division , on peut intervertir , comme on le voudra , Pordre 
des opérations qui doinerfi conduire au résultai , pourvu qu'on opère 
constamment de la même manière avec les mêmes nombres-, 2.° que, 
si l'on doit élever successivement un même nombre à diverses puis- 
sances , et en extraire diverses racines , on peut aussi, sans altérer 
lerésaltatjinal jinteri'ertir f commeon le voudra, l'ordre des opérations. 

Voici 
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Voici encore une autre proposition dépendant des mêmes principe» , 
et gui , bien qu'on la suppose tacitement dans une multitude de cal- 
culs , ne 8e trouve néanmoins démontrée ni même àioncée mille part : 
c'est que , si fon a à former le produit de plusieurs facteurs , an 
peut , pour parvenir au but , distribuer Sabord ces facteurs en pla~ 
sieurs groupes , prendre ensuite séparément le produit des facteurs 
de chaque groupe, et multiplier enfin entre eux les produits ainsi 
déterminés. 

Supposons , en effet , qu'il soït question de prouver que ' 

abc ...ka'b'c'...kf ^ {ahc...k)X{a'h'c' .,.kr) 

on y parviendra par cette suite d'équations, conséquences nécessaires 
les unes des autres , et dn. principe fondamental que , nous avons 
établi: 

abc...kafb'c'...k' =; {abc...k)a'b'e' ...W 

{abc . . . k^a'b'C . . . 4' = «'^t' . . . k'iabc ...k) 

a'b/c' . . . k'(abc . . . A) = (a'b'c' . . . k'iabc ...k) 

ia>yc''...k')iabc...k') = (fl3r...i) ^(a'Vf^'^.jî')' 

lesquelles , étant multipliées entre elles , donneront , par la suppres- 
sion des facteurs identiquement tes mêmes d;ins les deirx membres, 
l'équation qu'il s'agissait d'établir. En procédant de proche en proche, 
ou parviendra à prouver généralement que 

mlc, . .ka'b'e'.,.k'a''b''c'' ...fif. .. = («fte.,.ilt)XC«'*'<'--'40XC«''*"'«*---*"5X'" 

Je reviens aciuellement aux coefHcien» différentiels des fonction»- 
de plusieurs variables. Soit z une fonction de tant de variables t, a, 

<** qu'on Voudra; on prouvera facOemeni , ^àrla comparaison 

des divers développemens dont la fonction variée relative £ deux et 
-k trois variables est svsceptible > que 

i!i - i!i 

àtdu duét 
Tom. /. s 
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et que . . 

â'e à'e ' -d'x à'x à'-r ' d'r 

dtiudv àuâtdv àtà^du àfdtâu àudvât diràudt . 

et , une fols la Térité de ces propositions reconnue , un raisonnement 
absolument pareil à celui qui a élé applitjué plus haut aux produits 
des facteurs entiers et positifs , dont le nombre excède trois , prouvera 
que généralement /a forme d'un coefficient différentiel d'une fonction , 
^uel que soit l'ordre de ce coefficient , et quelles que soient let va- 
riables auxquelles il est relatif, est tout à fait indépendante de la 
manière dont on fait succéder les unes aux autres les différeniia~ 
tions nécessaires pour l'obtenir. 



STATIQUE. 

Sur ww nf>uvell^ Jbrme de Véquation de la chatnelte 
ùnijbrmément pesante. 

Par M. -Gergomme, 



yJ^ «ait .qu'en désignant par x les coordonnées horisontales , et par 
y les coordonnées verticales , et prenant jr pour la variable indépen- 
dante , l'équalioB difTëreDlielie de la chaînette uniformément bç- 



W'j'+dj'y/dj:'-|-d/' = o 

dans laquelle h est une constante arbitraire. 

On intègre ordinairement cette équation , en rendant «es dçpx nem.-- 
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hrèS , par des tràrtsformations ,. des dîiférentielles exactes ; on obtient 
aiusi pour l'équation, primitive de la courbe ; 



Cette équation , bien ^u'assèz' simple , est dîurte forme iSieé pefc 
symétrique, tandis que, par une autre voie que- je. vais indiquer, 
on peut en obtenir une qui pie parait beaucoup, pttts élégante', et qui , 
pour cette raison', serait peut-être, plus propre k mettre en évidence 
la nature et les < propriétés de la courbe funiculaire. 

£0 changeant, dans l'équation difi'érentieUc ci-de^us, ien ' , ce 

qui est permis , et formant les coelliciens dîiTérenticls , il viejU- ï 



iaisanC ensuite— -^P, on a-: 

— = a 1/ 1 ~\-p* d'où adx ^ — ■ , — 
ce qui donne en intégrant : 

#;r =s i^— Log. (y/ 1 H-/»' -r/>) 

d'oi 

QuarranC et tirant la râleur de p , il vient: 

ce qui donne, en intégrant de nouveau : 

(i— ^jej — (J— tf«J 
uay-\-c-^e. , +« 

(1) Vojes le Traité iîimentaire de Méckani^ue ie M. Fauncctun. 
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Telle «st la foraie mus laquelle se pràsente alors l'^atioD prîmitire 
de la courbe ; elle reaferme , comme l'on voit ^ trois constantes ar- 
bitraires qui ne peuvent £tre déterminées que par un même nombre 
de conditions distinctes. On peut , au surplus , & cette équation sub»- 
tijtuec I9 suirante dont la forme est assez remarquable : 

—(*—««) , 

*^ aar-l-c ^ " X 

■'^ a«H-* -— I 

"•''^ a^+c — elc- 
£n faisant dans l'équation , considérée sous «a première forme , 
e = JE , on en déduit ces deux-ci : 

Log. « = i — AT £* — (2tf)^ + 0*+ï=<' 

ee qui offre le moyen de construire la courbe par points , i l'aide 
d'une logaritbmique et d'une hyperbole équilatérale , lorsque les con»^ 
tantes a , b , c, sont connues. 

Le» condition» qui se présentent \ la foi» le plu» naturellement 
et le plu» utilement pour la détermination de ce» trois constantes , 
sont la longueur de la chaînette et la »ituation de ses deux extré- 
mités ; soit donc pris l'une de ces extrémité» pour origine ; soit 
a' et f les coordonnée» de l'autre , et soit k la longueur de la courbe 
entre ces deux points , en différentiant l' équation de la courbe , il 
vient, comme nous l'avons dë}à.Tu; 

d'où 

donc 
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-» y 73î\" I ï — (S— <Mt) (ïfl— «) ) 

dj -àxj/i + r^J = |-dx|* + * j 

«a iotëgraot entre x=a et x^x' » j devra se changer en k , et il 
viendra : 

— Y oa' \ */ —àxf \ 

{\) 3ai=e \e—-i) — e \e —t) 

de pins , les coordonaées des deux entremîtes de la courbe devant 
«atisfaîre à son ^uatïon , on aura : 

♦ — * (6 — 0*0 — (.ha — iO 

(II) «=* +e (III) 2af-^c=e H-e 

Telles sont les équations qui serviront à déterminer les trois cons- 
tantes a > h , c. 

'£n prenant la dlEférence entre les deux dernières , il vient : 

-Y ax' \ hf -ux' \ 

(IV) iiaf^e \e-i)-{-e \e - i ) 

prenant alors la demi-sommt et la demi>H]iffërence des équations (1) 
et (IV), ii viendra: 

(V) e \e-i)^aif-^k) (VI) e \^e - j)^a{f-li) 

multipliant enfin ces deax dernières équations membre à membre , on 
aura : 

. ax' —ax' 

.e ~\-e =2 — a'(y/* — A') 

Or on a , comme l'on sait (i): 

a*' «x* «■*" ^ax' ax' a'x" 

' ='+-r+T:7+ ' ='--r+"TTr — 

(0 Vojres le Complétuat d Algèbre de M. LAcroît. 
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on aura donc , en substituant > réduisant et transposant : 



3.4.5-6'7- 



par la mëlhode inverse des séries , on pourra Itrer de cette équation 
la valeur de a; l'équation (V) donnera ensuite: 

h = Log. \e —ij— Log. a (y'+*) 
et on aura enfin e par l'équation (II). 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorème de Géométrie. 

Oi des droites , au nombre de plus de trois ; sont tracées sur 
un même plan, elles se couperont en divers points , et, en prenant 
deux à deux, de toutes les manières possibles , ceux de ces points 
■qui n'appartiendront pas à une même droite , on pourra y faire passer 
de nouvelles droites qui se couperont et couperont les premières en 
de nouveaux pointa : opérant sur ces droites, considérées conjointement 
avec les premiers , comme on avait fait sur celles-ci , on formera 
une troisième série de droites et de points , et cette troisième série 
pourra , par un semblable procédé , donner naissance à une quatrième , 
puis à une cinquième , et ainsi de suite ; de manière qu'en général 
le nombre, tant des points que des droites du système, pourra être 
augmenté ÎDdéfinlnient. 

Ces choses ainsi entendues, soit tracésurun même plan deux systèmes 
(S) et ( S) composés l'un et l'autre de m droites, m étant au moins 
égal À trois; soit ensuite déduit des ri droites de ebaque système, 
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de la manière qui vient d'être expliquée , tant de séries de droites 

et de points qu'on voudra; aoît alors désigné par d, d' , d" , 

toutes les droites du premier système, et par j-, /, ^" , ....leurs 
correspoodantesdansle second; soit en outre désigné par /',/'', /»". ■... 

les points du premier système et par •■, »', ■m" leurs corres- 

pondans dans le second; soit enBn désigné par D, D'', D''^, ..-■ de 
nouvelles droites indéfinies qui passent pw tés points correspondans 
des deux systèmes (i). 

Cela posé, on propose de diimonlrer i.* que , le système (S) 
étant construit arbitrairement , il est toujours possible de construire 
le système (S) de telle manière que , dans Ja série des droites 
D , D' , D'', ....il s'en trouve am — 3 qui soient parallèles ou qui 

concourent en un même point ; 3." que , s'il en est ainsi , toutes les 
autres droites de la série D , D', D". , ..„ lesquelles, pourront se 
trouver en nombre infini , seront d'elles-mêmes parallèles aux pre- 
mières , ou concourront au même point qu'elles ; 3." enfin que, dans 
la même hypothèse, les points de concours des droites correspon- 
dantes des deux systèmes, telles que rfet ^, ^'' et i' , d" et i" , ...... 

lesquels points pourront être aussi en nombre infini , seront tous situés 
sur une même droite. 



(l) Foui te former une idée nette de ce« notations et de ce qu'on entend ici 
par points correspondans et droite* correspondantes dans les deux syatèinei , on 
peut supposer qu'on a d'abord désiré arbitrairement par les m premières lettres 
â , d' , â" , .... les m droites primitives du système (5) , et par les m premières 

lettres i, 3* , t*' les m droites primitives du système (£}; regardant alor* 

comme droites correspondantes, dans les deux systèmes, celles qui se trouveront 
désignées par d ^ i aiTcctés des mêmes accens , on considërera comme points 
correspondans ceux qui seront détermines par l' intersection des droites correspondantes, 
et on les désignera par p et w aHcctës d'un pareil nombre d'accens : on considérera 
également comme de nouvelles droites correspondantes , celles qui seront assujetties 
k passer par des points correspondans , et on conlinueri i les designer par les 
lettres J et ^ affectées des mêmes accens ; jmgnant enfin , par des droites indé- 
finies , les points correspondans des deux systèmes , on désignera par D celle 
qui joindra p et «-, par I^ celle qui joindra p" et «^, et ainsi de suite, ^ 
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Porismes^ 



Un cercle ëtant donne et un point ^tarït donne arbitrairement sur son 
plan et dans son intérieur , il y a toujours une longueur , et une seule 
longueur , la<)uelle étant prise pour rayon d'un nouveau cercle ayant 
pour centre le point donne , il arrivera qu'un même triangle pourra 
être à la fois inscrit au premier des deux cercles , et circonscrit au second. 

II. 

Un cercle ^tant donné et un point étant donné arbitrairement sur 
son plan, il y a toujours une longueur, et une seule longueur, la- 
quelle étant prise pour rayon d'un nouveau cercle ayant peur 
centre le point donné» il arrivera qu'un même triangle pourra être i 
la fois circonscrit au premier des deux cercles , et inscrit au second. 
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PHINCIPE DE L'HARMONIE. 



ACOUSTIQUE. 

Considérations sur les bases physico-malhématiques de 
l'art musical. 

Par M. G. M. Raymond , principal du collège de Chambéri, 
membre de plusieurs sociétés savantes. 



Xj'EXPÉRIENCE a fait voir que les recherches dçs savana dan» l'rflode- 
de la nature sont rarement infructueuses , et que celles dont l'objet 
semble le plus éloigné d'atteindre à quelque utilité réelle , jettent tdt 
ou lard une lumière nourelle dans la pratique des arts. Combien de 
phénomène* long-temps isolés , dépourvus en apparence de tout in- 
térêt, et ne paraissant ofFrir que le frait stérile de quelques obser- 
vations oiseuses , ont fini par se rattacher i des doctrines importantes, 
et par conduire à des conséquences inattendues qui ont exercé une 
influence directe et féconde aor les moyens de satisfaire aux besoins 
àf! l'homme ou d'augmenter ses jouissances ! 

Telle sera Traisemblablement la destinée des découTCtîes que les mo- 
dernes ont faites dans l'Acoustique , relatlrement aux bases physico>mra- 
thématiques de l'art musical. Voici quelques légers aperçus sur cet objet. 
Des savans très-versës dans la conilaissance des auteurs qui ont traité 
de la musique des anciens , ont pensé qu'il a existé un système mu- 
sical commun vax. Egyptiens , aux Chinois et aux Grées ; que ce 
système était uniquement fondé sur la progression triple et sur Y'i- 
denttté des octaves, c'est-à-dire, sat \e sacré quaternaire i, a, 3, 4^ 
Tom. 1. a 
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^ui donne r et 2 , rapport de l'octave ; i et 3 , rapport de la douzième ; 
2 et 3, rapport delà quinte ; 3 et 4> rappoi:t de la quarte; i et 4i 
rapport de la double octave ; d'où il s'ensuivait que le diagramme 
déduit de ce principe ne contenait que des tons égaux dans le rapport 
j , une tierce majeure dans le rapport ^ , et une tierce mineure 
dans celui de ~; ce qui excluait nécessairement les tierces et les 
sixtes du nombre des consonnances. Les mêmes auteurs ont pen»! 
que tel était le système de Pylhagore, et que les roodiGcalions in- 
troduites par Didyme et Ptolémée ne furent que des erreurs qui 
furent ensuite répétées par Zarlin , et propagées h tort comme des 
principes liés au système musical des anciens Grecs. 

Quoi qu'il en soit , Ptolémée substitua le rapport y , pour la tierce 
majeure, au rapport 77, et rendit ainsi cet intervalle conforme au 
résultat des expériences modernes d'Acoustique , dont on a refusé la 
connaissance aux Grecs. D'autres savans non 'moins éclairés assurent 
qu'en cela Plolémée ne fit que rétablir les véritables principes du 
système primitif des Grecs. 

Les mûderncs ont découvert que le son d'une corde vibrante n'est 
pas un sou simple , mais que d'autres sons coexistent avec lui : cette 
coexistence de sons a donné le fondement de Xaccorâ parfait , qui 
était déjà usité dans les orgues : or il parait que cet instrument a 
é\é introduit en Europe dès le septième siècle. 

Hameau, étudiant son art en philosophe, cherchait dans la nalura 
quelque principe plus satisfaisant que tout ce qu'il avait vu jusqu'alors. 
Il fut frappti de la résonnance des sons harmoniques qu'il remarqua 
dans la corde vibrante , phénomène déjà connu , comme on le voit 
dans les écrits des Mersenne et "Wallis. Hameau ne soupçonna que 
deux SOQS aigus réunis au son fondamental , ta douzième et la dix- 
septième majeure, sol (3), mi (5) (a). It paraît qu'en 1749 les 
commissaires do l'académie des sciences, chargés d'examiner le prïn- 

{ù) Dintoiulralion du principe àtl'Hurmonît, tic: Pari* 1750 , pag. iSetBuiv. 
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cipe de Rameau , et au nombre desquels était d'Alcmbert , n'en soupr 
monnaient pas davantage {à). Mais on sait que le son fondamental 
d'une corde Titrante entraine la coexistence d'une sériQ de sons aigus 
représentés, quant au nombre des vibrations simuilanées , par la suite 
indéfinie des nombres naturels i, 2, 3, 4i ^i ^i ?> ^i etc., tels 
qu'on les obtient en divisant le monocorde selon cette m^me suite de 
parties. 

Rameau avait cru trouver dans le fait do la rësonnance harmonieuse 
de la corde vibrante , le fondement de toute la musique , et le germe 
de toutes ses règles : on sait comment il en a dérivé son fameu:ï système 
de la Basse Jondamentale. 

Tarlinl fit revivre en Italie une expérience déjà connue en Alle- 
magne et en France, celle de la reproduction du son générateur par 
la résonnance simultanée de deux quelconques de ses produits : ex- 
périence qui présentait une sorte de démonstration inverse du premier 
principe de la résonnance , et de laquelle Tartini a déduit un système 
ingénieux. 

D'autres systèmes analogues , dîiFérens ou même opposas entre eux ,' 
ont paru successivement, et l'on a cherché , par une infinité de voles , 
quels devaient être les élémens primitifs de la musique. 

L'abbë Feytou nous paraît être celui qui a répandu le plus de jour 
sur cette matière, par une suite d'expériences judicieuses et par les 
raisonnemens qu'il a employés à en développer et à en appliquer les 
conséquences. Il a pris po^r fondement de sa théorie le fait de la 
coexistence des sons aigus 2,3,4>^i^)7^^^t ^tc. , dans le 
son fondamental pris pour unité. On a contesté plus d'une fois la 
légitimité de cette base , non quant à la certitude du fait, mais quant 
\ son importance et à ses applications. 

M. Chladni , savant physicien , à qui l'on doit des découvertes aussi 
neuves qu'intéressantes dans la physique du son , et qui vient de 

(a) Rapport Jait à TAcadéme royale du acimces , le to décembre 174^ 
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donner II l'Acoustique une . face toute nouvelle (a) , pense que la 
coexistence des sons dans une corde vibrante ne peut point être con-' 
sidérée comme la base de rharmonle. Nous allons exposer en peu de 
mois les raisons sur lesquelles est appuyé son sentiment , et nous' 
hasarderons là-dessus quelques observations. 

L'élasticité dans les corps est une qualité indispensable pour la pro- 
duction , comme pour la propagation du son. Or , l'élasticité a pour 
causé ou la tension des corps flexibles' et non rigides, ou la com- 
pression , ou le ressort naturel des corps doués d'une rigidité interne. 
Les corps sonores, aJTeclés de l'une de ces trois sortes d'élasticité, 
peuvent être considérés sous plusieurs dimensions. Les corps non ri- 
gides d'une seule ou de deux dimensions, sont les cordes et les 
membranes tendues ; les corps naturellement élastiques sont des verges 
ou des plaques de matière rigide et à ressort.'La différence dans 
les causes de l'élasticité en apporte une très-grande dans les lois des 
vibrations sonores : de là une multitude de phénomènes curieux dont 
chaque ordre est déterminé par la nature du corps sonore mis en 
action. 

La loi des sons coexistans dans celui d'une corde vibrante non 
rigide est , comme nous l'avons dit , quant au nombre des vibrations , 
celle des nombres , 

1,2, 3,4, 5,6,7,8, etc., 
et , quant aux longueurs des parties TÎbru.Aes , celle des rapports , 



Les vibrations d'une membrane tendue semblent présenter quelque 
analogie avec celles du cas linéaire ; mais , dans l'état actuel de l'A- 



(o) Voj'eï son Traité d'Acoustique ; Paris , chez Courcier , 1809 ; et le Rapport 
fait À l'Iiisiitiit par la classe des Sciences mathématiques et physiques , et par celle 
des Beaus-Arlf , daiu les scauaes dei l3 février et 18 mars 1809, 
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coustiqae , on n'a pas encore assez d'expériences pour établir une 
Uiéorie certaine. 

Si l'on fait résonner avec un archet une verge élastique fixée par 
une extrémité seulement , et mettant à part le son le plus grave , 
les vitesses des antres sons , à compter ainsi du deuxième , suivent 
la loi des nombres, 

(3)'. (5y. (7)>, (9)'. etc. 

Si la verge est seulement appuyée à l'une des extrèmilis , l'autre 
restant libre, les vitesses des sons suivent alors la loi des-nombres^ 

(5)'. (9)%C'3/, (i7)%(2')N etc. 

Si les deux extrémités sont h'âres , la loi est celle des nombres, 

(3)-. (5)-, (7)-. (9)-. "<=■ 

Si les deux extrémités sont appuyées , la loi est celle des nombres , 

(■)■. W. (3)-, («■, (5)-, etc. 

Si les deux extrémités sont fixées , la loi est de nouveau .celle 
des nombres , 

(3)-. (5)', (7)-, (9)-. «'<=• 

EnBn, si Vune des extrémités Mt fixée , et l'autre appuyée ^ la 
loi est celte des nombres , 

(5)-, (9)-, (i3)-, (.7)S (21): etc. 

Les vibrations àcs verges courhes , celles Aes fourches , àe& anneaux , 
donnent aussi des lois très-diiTérenles entre elles , selon les cas. 

Si nous passons ensuite aux plaques planes ou courbes , nous trou- 
verons une variété presque infinie de phénomènes assujettis à des 
lois particulières. 

Il résulte de ce court exposé que le phénomène de la corde vi- 
brante n'est qu'un cas particulier parmi les lois- nombreuses que pr^- 
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sentent les vibrations des corps sonores ; d'où M. Cbladni conclut qu'on 
ne saurait prendre pour base de toute l'harmonie , une loi tirée d'un 
seul phénomène ii,aturel , tandis qu'unn multitude d'autres phénomènes 
analogues présentent d'autres lois très-dïH'érentes et tout aussi natu- 
relles que la première. Il pense donc que le seul fondement qtie l'on 
puisse donner à l'harmonie , est la plus. ou moins giande simplicité 
des rapports numériques (a). 

Mais , en admettant , si l'on veut , ce principe , ne serait-il pas 
permis de dire que , parmi les divers ordres de phénomènes que pré- 
sentent les corps sonores , celui-là peut être pris pour base de l'ha^ 
monic , qui donne les rapports ilumériques les plus simples? Or, 
si. la corde vibrante donne en effet les rapports les plus simples , et 
si la coexistence des sons qu'elle contient ne nous plaît qu'à cause 
de la grande simplicité des rapports numériques de ces sons y ne 
sommes- nous pas conduits, en vertu même du principe de M. Chladni, 
^ une conséquence exactement opposée 4 son assertion ainsi conçue, 
que le monocorde ne peut pas sentir pour établir les principes de 
l'harmonie (^h)? M. Chladni ne révoque point en doute que les rap- 
ports qui doivent être pris pour bases de l'harmonie , ne soient ceux 
des nombres , 

],'3, 3, 4< ^t €> ^tci, 

loi des sons ctMxistans dans le monocorde ; ainsi il serait rigoureu- 
semeol vrai que c'est dans le monocorde qu'il faudrait chercher les 
principes de la seule harmonie avouée par l'oreille. 

£t en effet , les corps flexibles paraissent être les seuls dont les 

sons s'accommodent également à tous les organes , et plaisent le plus 

généralement. L'élasticité produite entièrement par la tension serait 

ainsi la source par excellence des sons vraiment musicaux. On sait 

' que les corps doués de la plus grande mesure de rigidité naturelle , 

(a) Traiti ^Acoustiijiu, pag. li cl s.^1. 
(fi) Ibid. pag, II. 



y Google 



DE L'HARMONIE. 71 

tels que les cloches, le verre, etc., rendent des sons ou peu har- 
monieux , ou susceptibles d'agacer Irop fortement les nerfs : tout le 
monde ne supporte pas les sons de l'hariiionica , et ceux des cloches 
se prêtent très-peu à la mélodie , et moins encore aux accords. Les 
cordes de métal que l'on adapte à quelques instruroens , ayant une 
certaine mesure d'élasticité naturelle , parliclpent de la nature des 
corps sonores k ressort ; aussi ces cordes rendent-elles toujours un 
scMi plus dur que les cordes de soie ou h hoyau : cependant on plie 
leurs sons au système musical reçu , en leur donnant par la tension 
le complément d'élasticité nécessaire à la produclîon du son , ce qui 
les fait rentrer en grande partie dans la classe des corps flexibles, 
quoique jamais elles ne puissent obtenir dans leur timbre ce moelleux , 
ce Telouté si agréable qui caractérise les sonS d'une bonne corde 
flexible. 

Quant au son des tuyaux d'orgue et des instnimens à vent , en 
général , il est produit par des vibrations longitudinales de l'air contenu 
dans leur canal , et ces vibrations suivent la loi des vibrations hn- 
gttudînaUs des verges, ce qui revient à celle des cordes flexibles, 
et ce qui donne au son de ces instrumcns le caractère fondamental 
des sons musicaux proprement dits. Et remarquons que , s'il se mêle 
i ce son quelque résultat des vibrations qu'exécutent les parois de 
l'instrument , on voit aussi que le son en est d'autant plus doux que 
la substance de l'instrument est moins rigide par elle-même. On n'a 
qu'à comparer les sons de la flûte , du haut-bois , du cor , de la 
trompette, ceux des tuyaux d'orgue construits, en bois, en plomb, 
en étaîn , en étoffe {a) ou en fer-blanc , et l'on verra que par-tout 
on retrouve le môme principe sur la cause vraisemblable du caractère 
musical que nous attribuons aux sons reconnus comme tels. 

Il semble donc qu'on peut poser en fait que tout instrument , 
composé de corps sonores à ressort naturel sufTisant pour produire le 
son , sera peu propre à rendre la musique telle qu'elle est constituée, 

(0) Miluige d'étain et de plbmb. 
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et si quelques înslrumens de cette nature , chefs-d'œuvre de l'industrie, 
paraissent faire exception , nous croyons pouvoir assurer qu'ils ne 
plairont pas universellement (a). N'est-il pas naturel d'attribuer celte 
grande dllTërence d'effets entre les corps flexibles et ceux à ressort, 
à la nature intime et propre de leurs sons respectifs, c'est-à-dire, 
à l'efFet total et simultané des sons aigus coexistans dans les uns et 
dans les autres ? L'exptirience prouve que la rësonnance simultanée 
des sons i,2,3,4>^i6) ^^c, constitue la plénitude du son 
qui paraît le plus pur et donne le plus beau des accords -, l'expérience 
. prouve de même que la résonnance simultanée des sons établis sur 
toute autre série, ne produit plus le même effet et ne peut contenter 
l'oreille, 

M. Cblaânl convient qu'il n'y a pas moyen , dans aucnae espèce 
de corps sonores, d'empêcher la coexistence des sons aigus, tant que 
subsiste le son fondamental : on peut seulement isoler les premiers 
en touchant les noeuds des cordes ou des verges vibrantes , ou les 
lignes nodales des plaques et des cloches , et U avoue qae cette 
coexistence est peu harmonieuse dans tous les cas où la série des 
sons n'est pas celle de la suite naturelle des nombres , laquelle est 
la seule qui satisfasse pleinement l'oreille. Ainsi cette coexistence qui , 
loin d'être un inconvénient dans le son des corps flexibles , dont elïe 
constitue au contraire la beauté , cette coexistence est un inconvénient 
inhérent au son de tous les autres corps sonores , et semble ainsi }es 
exclure du domaine de l'art musical. 

Ici , comme en beaucoup d'autres choses , l'instinct a donc devancé 
la science ; par-tout le sentiment a fait choisir les corps flexibles 
de préférence aux autres. Les corps élastiques n'ont jamais été ïn- 

{à) Les membres de la classe des Beaux - An* de l'Inslitut, et ceux de la 
première cluse h qui iU étaient réunis pour examiner le Clavi - Cylindre de M- 
Chiadni , ces commissaires à qui on ne peut contester la qualité de connaisseurs 
en ce genre, n'ont pu s'empC'cher, tout en rendant justice aux diverses sortes 
de mérite de cet instrument > d'jr reconnaître sur - tout un caractère de milancolii 
et de triitestt. 

troduiU 
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trotluits dans U musique qu'avec beaucoup de séservt'i et îls l'oAt 
rarement ëtë sans încoDvénient. •- 

Ces considérations nous semblent )eter un grand jour sur les vraie» 
bases de l'harmonie , et nous paraissent bien propre» à justifier l'emploi 
du monocorde pour déterminer les premiers élémens de l'art , comme 
i confioner, en conséquence, la légitimité des principes que la 
musique moderne a adoptés, i l'exclusion de toute théorie abstraite, 
uniquement établie sur des rapport» inanimés que Vante ne. consi^ 
jamais en matière de sentiment. 

Pourquoi le plein jeu de l'orgue paralt-il offrir nne série de son» 
individuels , ae. prêtant aux mêmes emplois que sî chacun d'eux était 
BD son unique et. simple, quoiqu'il soit composé en lui-même de 
cinq sons simutlaoés ? C'est que chaque groupe de son» , alTecté h 
chaque degré de l'échelle , est nne imitatioa du procédé de' la Nature 
dans la production de l'espice de son le plus harmonieux. Si l'on 
s'avisait de former artificiellement des sons complexes, en y emplc^'ont 
les données fournies par la rësonnance des corps natuieUemant '4la»- 
tiques f tels -que les son» , ' ' *- 

(3)% (5)-. (7)% (a): (•■)'. etc. . 

OU bien; 

(.sy. (9)', (•3)", (.7)'. (=")'. ete- 

«t que l'on i\»k\\t un* écktlW ^atonique et cbronatique arec des soiM 
ainsi composés, -on D'obtiendcait vraisemblabltment qn'oire affreuse 
cacophonie. Cette expérience assez > curieuse , et qni mériterait d'êb« 
tentée , met^it dans tout »6n jour la différence intime et très-im- 
portante qui règne entre les corps sonores fiexihles , et ceux & ressort , 
envisagés copime producteurs des s«o» à emplojrer dans la musique. 
Ceci pourrait «(mduire li la solution de cette question , savoir , si 
les intonnatioDS réglée* sur U loi de la pngréssfon tripie, seraient 
plus naturelles que tes nôtres , comme le pense Tabbé Roussier. Pour 
résoudre, cette question, on a recherché quelle» étaient les intoima- 
tîoBS itt. anciei^', «^ parce qu'en • cru voir que leur diagramm» 
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dérivait de la progression triple , on en a conclu, ^ue le chaot fondé 
sur ce principe est en eiTet le plus naturel à l'homme. 'Le vice de ce 
laisonneinent est manifeste, et une telle question ne peut être tranchée 
par de simples autorités historiques , qui d'ailleurs sont sujettes à 
coatestation. J'aimerais mieux que l'on consultât le chant des sauvages 
.qui n'auraijent eu aucune relation avec tes peuples polrcé« , et ilont 
ou pourrait attribuer lés tnlonnations plutôt à l'instinct de la nature 
j^u' au, pouvoir ^e l'habitude; et encore les résultats d'une telle ob- 
servation ne pourraient-ils être regardés comme péremptoîres. 

Supposons qu'il.'s'aglssc d'entonner successivement les deux sons 
ut, mi s, ce dernipr * étant considéré comme un .produit de la proi- 
.^re^sion triple,, aura -pour expression, oumérlqife Biy comn» quatrièimË 
.douzième Â la suite- 4e l**!:^ fondaraenlal pris >podranïlé;' 'et rapprocha 
-ensuite ijle six octaves ^.11 forme arefr-i'»/ l'intervalle 64t'3<- Ûr , 
Ja résonoancc de 1'»/ entraine. celle-d'iin mi (8o) ( et l'on peut dire, 
sqns 'aucune prévention systématique, que roveill» est déjà disposée & 
la .sensatiotl de :ce «i/,jdonl IW ial à^àànné, en quelque sorte , le 
sentiment; tandis qu'il n'est nullement raisonnable de panier que le 
sentiment de la douzième soit assez. fort po,ur ll^r la sensation du mi 
(8i) à celle de Yui, y ayant' ici quatre générations consécutives dont 
il est impossible <t l'oreille de se rendre compte. Dans le premier cas , 
il y a sensation immédiate dii mi dans celle de Yut ; et, dans le se- 
001^ , il o'ry aqû'un rapport Soigné que' Vèsprk seul pent bpérceVoiii', 
et -dont le- résultat est combattu. par le «eniimfenl'' actuel qui natt de 
4firésonnance, et qui:exclut celui d'un "pi^uit sans anâlogle'avec ille. 

D'où l'on peut conclure qu'un djagrimme enlièrenwnt déduit âe 
la progression triple lie. présente qu'upe suite de sons indëpriirfanS , ne 
tenant à aucun 'système, commun- , etln'*]^nt enttié: eti:£ irucune liaison 
directe. fondée. sur.iaseasatiDn ;'qiie'-c«s M>!it>;- étaiVt VeAduSilt^r^Ment 
par les cordes harmonieuse^ d'iin'însirOitKrïtj'mtfnifefteraiént à'I'brelHe , 
dans certaines transitions', ;rincohétence-,''l'iJpposttî6n.^iriAme qui' résul- 
teraient de leur nature respective et inlriBsèq^e jfene^èTaiï, éntr'^aùtteï, 
la résonnance^uccessive. dcs' cordes -v/ '(&4)Jet^Vnf'^&i^;''qà*-én 'toni- 

\ ■.,/■' 
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eëquence, il est peu Traisemblable i]ue ia jtrogression triple ait été en 
eifet le principe londameotal, primitif et unique de toute la musique 
des aocieus, et particulièrement de celle des Grées, qui avaient une 
si grande délicatesse d'organes. 

Il paraîtrait bien résulter de quelques autorités imposantes, que le 
système de Fylhagore était uniquement fondé sur la progression triple. 
Mais les Pythagoriciens ont été accusés de n'avoir consulté que quel- 
ques préjugés métaphysiques sur les propriétés des nombres, et <hi 
leur a contesté d'avoir professé les vrais' principes de la musique pri- 
mitive. D'autres autorités leur attribuent une doctrine analogue à celle 
de Dydime et de Ptolém^, et croient avoir découvert dans la té- 
sonnance de la corde -vibrante , .ou , ce qui revient au même, dans 
les divisions naturelles et indéfinies du monocorde, les vrùs principes, 
de Pythagore («). 

Résumons maintenant les points principaux qui sembleraient résulter 

des observations que nous venons de faire 

1." Les sons les plus beaux au jugement de tout le monde, les 
sons les plus généralement goût^ , sont èeux qne produisent les corps 
flexibles tendus , et les instrumens à vent , c'est-à-dire , les son» 
formés de la coexistence des ordres de vibrations , représentés par la 
série naturelle des nombres i, 3, 3, 4 < 5,6, etc. La coexistence 
des sons assujettis à cette loi ne se trouvant que dans les deux classes 
de corps sonores dont il s'agit ,' ces corps, seraient donc les seul» 

(fl) En rendant juitice aux connwuance* ë tcndm» et i )« profsnde -^radilim 
tjn riffieni dani le savant mémoire de l'Abbé Rotusler, uir la miuiiiue de> anciens^ 
je ne puii ra'empécher à'j Toir une tondue preuve de l'influeRce ^ue l'eiprit de 
•jrftème peut exercer aur lea meiUeun e^rîta. Rien de pliu remarquable que le* 
oSbrls de ce savant , dominé par le lystime ai souvent faux àts cçutes Itt plut 
fimplts et de PuniU de principe , pour ramener, toule* lea bases de l'art musical 
«n rapport —, duquel il ne pense paa qu'il soit possible de s'^earter sans violer 
toutes les rigiea ^une sahw fogiffue. Selon lui , toutes les expériences d'AceustiquS 
•ont fausses on soperfluea ,* tl n'en reConnatt aucime , et l'unté da rapport — doit élié 
Il sede lif^ ds awiciett' pïôlosdpbe. ' ' 
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propres & fournir les matériaux primitifs de l'art musical (a). 

2," Le fondement de tous les accords adoptés par l'oreille est dans 
la série naturelle des nombres i , 2 , 3 , 4.1 ^ > 6 , etc. ; et cette 
série serait ainsi la base naturelle de l'harmonie. 

3." Les corps sonores rigides ne pourraient être employés dans la 
inusique 4jue par une sorte de tolérance , et dans le cas seulement 
où ce que leur résoonance iiidiTiduelle renferme de contraire k celle 
des corps flexibles, serait dominé et neutralisé par l'influeDce majeure 
du système de ces derniers; et alors on pourrait dire que l'oreille 
préoccupée du système de résonnance auquel elle se complaît exclu- 
sivement,, et qui l'aH'ecle habituellement, se ferait illusion sur des 
exceptions faibles qui rentreraient dans le système dominant. Les corps 
rigides ne joueraient plus alors qu'un râle analogue k celui des autres; 
et l'on n'y distinguerait autre chose qu'une différence de timbre , qui , 
par son caractère particulier , apporterait une expression nouvelle dans 
l'ensemble, et concourait à l' expression totale par cette variété de nuances. 

4>* Si l'on construit des ijistrumens de musique avec des corps 
naturellement élastiques, or pourrait dire que l'oreille se prèle vo- 
lontiers h l'iUusipn qui lui fait prendre les sons qui en résultent , 
pour des sons individuels susceptibles d'être combinés tapt eh mélodie 
qu'en harmonie ; mais il n'est pas moins vrai que ces instrumens por- 
tent avec eux un caractère repiarquahle : |ls ont un genre d'expression 
mélancolique ou énergique qui agît avec force sur les nerfs , et de- 
vient même insupportable à beaucoup de persooaes. 

(n) Cette proposition acquiert un grand degré de vraiiemblance ; i,* ai ron 
admet , avec M. Villoteau, que c'est dans le» son» naturels de la voix humaine qu'il 
Taut chercher le» ël^mens jiaturels et prîmilir» de la miuique ; 9." s'il est vrai y conune 
on »erak port^ à le croire, que les son» artificiel», le» plus généralement agréable», 
soient ceux qui ' ont le plus d'analogie avec la voix humaine ; 3." si l'on fait alten- 
lion qaa l'organe vocal est un instrument minte qui participe k la fois de la nature 
des titj^uK sonores et do eelU des corps Bexiblas rendus élastique» par la fension: 
aiiui voyons - dou» que les sons de ja voix humûne, ne peuvent ^ire imités pVW 
SUCCÈS que par des instrumens de l'une ou.l'uilre, de. cm d^tf fjiipèG^- ^ .> 
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.5.** L'échelle des modernes , . 

WT, rtf, mi, fa y sol ia si, ut 

8 9 10 10 7 ou 10 7 12 i3 iS^ouiS^ 14 i5 16 

a la plus grande partie de ses ëlëmens d'accord avec ceux de la rë- 
Munance du son générateur qui les contient tous , 4 l'exteptlûn de 
deux , fa et la ; et ceux-ci rentrent dans le mèoie principe par la 
manière dont ils sont employés. D'ailleurs le tempérament en vertu 
duijuel on substitue \&fa ci-dessus au son (i i) , et Le /a à l'un des 
«ons {i3) ou (i4)i c^t justifié par une foule de raisons qu'il serait 
trop long d'exposer ici. Nous nops bornerons à dire qu'il suiBt , en 
général , de connaître dans les arts les bases primitives données par 
la nature , et que , s'il n'était permis d'y riea ajouter , les arts ne 
seraient plus des arts. 

La nature fournît directement le modèle de tous les accords con- 
sonnans usités; elle donne encore celui des dissonnances , sauf une 
légère difTérence avouée pat l'oreille; et en&n elle indique le principe 
général des salvations , comme l'a démontré l'abbé Feytou : que pou- 
vait-elle faire de plus pour dicter toutes les lois d'une Uarmoiûe ré- 
gulière ? 

Ainsi les nonreUes décoavcrtes de l'Acouctique nous auraient ra- 
menés \ cette conséquence remarquable , que les vrais et uniques fon- 
demei\s de l'ait musical sont donnés immédiatement par le son d'uw 
corde vibrante , et que tous les élémens de cet art «ont compris dans 
la suite naturelle des nombres i, 2,3, l^, 5, 6, etc. Ainsi se jus- 
tifieraient les vues pleines de sagacité que l'abbé Feytou avait portée* 
sur cet objet , à quelques restrïctiçns près qu'une saine raison senibf^ 
exiger, attendu qu'il ne faut jamais outrer aucun principe.. > 

Ces aperçus, .qije nooi' abandonnons à des personnes; plnvéclaicée* 
sur ces matières , sont tirés d'un petit ouvn^e que nous terminons 
en ce moment , touchant le système de M. Viiloteau j sur la possi- 
hiliti it l'utilité d'une ihiorie exacte des principes naiurds de /4 
musique. , .■ ..; ; „ ; i;^. ,. : _.; ,_ : . ■ 
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ANALISE INDETERMINEE. 

Recherche systématique des formules les plus propres 
à calculer les Logarithmes. 

Far M. Thomas Lavernède. 



SECONDE PARTIE. 
Application des iquciîons obtenues dans la premîh'e partie. 

38. iN.OUS avoiu cherche , dana la première partie de ce mémoire , 
i obtenir des équations qui , ne di^Tërant entre elles que par leur der- 
nier terme , eussent des racines commensnrables. Ces racines sont , 
dans toutes celles auxquelles nous sommes parvenus , exprimées d'une 
manière générale en fonctions d'une ou de plusieurs indéterminées , et , 
iorsqu'oD substitue & ces indéterminées des nombres' rationnels , od 
arrive 4 des équations numériques qui jouissent des mêmes propriétés 
que les équations littérales. On trouve cependant quelquefois, parla 
substitution , des équations numériques qui ne satisfont pas aux con- 
ditions prescrites. Lorsque cela a lieu , les deux équations ont , l'une 
et l'autre, une ou plusieurs racines égales il zéro. Cette circonstance, 
qui dépend des nombres substitués, est,'commfe nous l'avons démontré 
( n.* 24 ) , incompatible avee la nature de lios équations ; mais on 
peut aisément l'éviter par' la considération Aa diiTérens facteurs quî 
entrent dans les racines. Ainsi nous pourrons toujours» à l'aide des 
équations générales, obtenir des équations numériques jouissant des 
propriétés qui ont fût l'objet de nos recherches. 
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Il est aident , ainsi que nous l'avons déjà fait obserrer , que les 
premiers membres d« ces équations sont des polynômes qu'on pcot 
substituer à et / dans l'équation: 

I.„s4 = .M[^+i(^')'+iQ' + e.c.] A 

pour avoir des formules logarithmiques de la forme B ( n.** a ). Mais 
alors , d'après les remarques du n." 3 , il est nécessaire , pour que ces 
formules soient aussi convergentes qu'elles peuvent l'être , de faire 
eosorte que la différence entre les derniers termes soit aussi petite 
que possible , sans nuire à la forme de ces polynômes. "Cela exigé 
un choix dans les valeurs à donner aux indéteroiinées qtii entrent dans 
les expressions des racines de nos équations. On trouvera ces valeurs 
indiquées dans les numéros suivans qui renferment les formules logSh 
rithmiques les plus avantageuses qu'il soit "possible de déduire des 
résultats au^uels-nôus Aotannes . parvenus datis la première partie. 
%• i'*" formule. Si on prend l'équation du second degré: 

3^—\ — o ' oa ^;r+i)(j:— i)=o 

^af|[t;ila. césulhmte est aiK^=.o\ en faisant v:i^'à^ ^ ci iss^r*— -i; 

il viendra : .■: ,î c. ■.■■.>'■■ > 

»-•-( ■■■ ï ■■'; .' 

U—t=. I , B-Hf=2.**.— .1 , . = - -- 

et l'équation A donnera ]a formule connue : 

2Log.*-!-Log.<ar-*-i)-J-Log. (*— 1) 

40. 2.'"* formule. Si on sùppoap a=2 et i=i dans les équation» 
P (n.** i§), on aura :"• ' "* - ' ' 
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FORMULES 

a' — 3* — 2 = 


tA 




x>-3x+i = <, 


et 

faisoDl 


ensuite :' 




et- 




/=*"— 3ir— a 


a viendra: 




» 


-1=4, 





et IVqnation A doDoera ; 

aLog.(i-fO+Log.(jr— a)_aLog.(,_i)_Log.(«+a) 

= aM[^T+-i-T'+f T'+ etc.] 

Cttte formole se trouve dans la prërace dis tiUes trignwmteifn» 
décimales de M. de Borda, 
Les ëqualîoiia 

s'+6x-+sx+i=(> 
et 

»o 

(»+l)'(arH-4)=» 
et 

;t(*+3)' = . 

qu'on obtient en laisant «=£=«= t dans les équations D (ti*tf), 
vu dans les équations £ (o.^ lo) , ne sont autre chose que des tnn»' 
fonnées de celles qui donnent la fonnide précédente ( (vy. n* aS yi 

et 



y Google 
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•t elles en foamisMnt une équivalente, M. Muller , dans son Traité 

des fluentes f n." 22$ (1), propose, pour calculer les logarithmes, 

^'-t-6<f'-|-9</-H' 
la fraction ■— — . ■. Dans l'exemple qu'il doiine, it fait d=ji 

, f ■ . 4o5o i5m8 2025 ,,,,,, , , 

et a la Iraction -—t.^= =:— . 11 calcule le loeanthme de celte 

4046 14. 17» aoai ° 

fraction , et conclut ensuite : 

' Log. 17=— fLog. iS+aLog.iB— Log. 14— Log. — j 

4»- ^'™* formule. Si on suppose a=3 et ^=1 dans les ifjuatîoo» 
I ( Q.*' 1 4 ) > on aura les suivantes : 

s* — zSx' H- 1 44 — * 
«l 

se* — 25x' =tf 

oa 

C*-4)(*H-4X^-3)0r+3)=, 
el 



faisant ensnitc : 



U viendra * 



B = *«— 25jr'-(-i44 
it_/=,44 

u+t =. 2**— 5o*'+i44 
'-=t= 1^ = T 



(I) Traitl analili^ue dts Sections coniques. Fluxions et Ftutntts , cu. , par 
M. Muller, profeMeur de maih^mathîque» i l'ëcol* rojalie Je Volwich; traduîT d*- 
(anglais, par l'auteur. Parit 1760. 

Tom. I. , , 
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et r^gualion A donnera : 

3Log.*-Los.(x-5)-Log,C;r-4-5)=2M[^T-*--^T>+-iT*+elc.'] 

Cette formule a été trouvée par M. Haros , employé aux bureaux 
?u cadastre (i). 

42. 4"* formule. Si on suppose a=a et i= i dans les équations 
K (q." i4), on aura les suivantes: 

jr* + iaï*-|-25** — 36 = 
tt 

«*+ I0jr* + 25jr* = o 
•a 

(j:_[_6){*+3)(:r + 2)(x- =0 
«t 

s'(x+5y = o 
faisant ensuite : 

0= «*+ lOjr' + aS*' 
et 

/ = *♦ + 1 o:»' + 25*» — 36 
U Tiendra : 

« — / = 36 

K-f-/ = 2j:*+20j''+-5ai*— 36 



iH-ï ar'+loj'+aS*' — 18 
et l'équatloQ A donnera : 

Log. <*-|-6)+ Log. (*+3) + Lôg. (j>l-2)+Log. (jr— i) — 
2 Log. (H-5) - aLog. X r= 2M TtH- -^ T^+^ T' + etc.^ ' 

(1) VoycE le Compliment d'Algèbre de M. Lacroix. 



dbvGoo<^Ie 



LOGARITHMIQUE s. «3 

Cette formule est plus convergente que la précédente , et oe fait 
dépendre le logarithme cherché que de cinq autres logarithmes. 

43. Il est facile de déduire les équations numériques qui donnent 
les deux, dernières formules des équations S ( n." 34)- On peut avon* 
les premières, en faisant ;8 = 2, ^==2, ^■=4 i et i=-~i ; et les se- 
condes , en faisant fi — z, y—2, |=>~i , i=.-.i , et diTisant en- 
suite toutes les racines par 3. 

En supposant, dans les équations S, ie = — 9, yzz^-i , ^=_.4, 
) = 2 , et divisant ensuite toutes les racines par 6 , on trouve les 
équations : 

ar*-4-ajf*— 3:** — Sa* + 240 = q 
et 

jf*-|-2jr* — 3ij^— 32X+ 60 = 
cm 

(*-3X*+5X*-4X*+4) = o 
et 

. -qui donnent une formule logarithmique moins avantageose ^e les 
deux précédentes , mais qui peut «noore être utile. 

44- ^-"^^ formule. Si on suppose »^3 et ^=2 dans les ëquatÏQna 
T ( n.** 36 ) , OD aura , après avoir divisé toutes les racioes par 2 , 
les équations numériques suivantes : 

«' — i25j:*+3oo4jr— 5o4o = o 
et 

«'— ia5j:*4-3oo4*+5o4o =: o 
ou 

et 



A 
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faisant ensuite : 






u=s>-i2Sx'+3ooix+5oio 


et 






» = I»- iî5ï>+3oo4t-5o4o 


U viendra : 






u^t= 10080 




o+<=ii>— 25o»'+6oo8» 




'-'.. 504» _.„ 



H+t «'— ia5a:'4-îoo4« 
et rëqoation A donnera : 
Log.(H-"oH-Lo6.(i4-4)+Log.(j>+-2>l-Log<x— 7)+Log.(i-9) 

— Log-C*— I o)— Log.(»-_4)— Log.(j!— 2)-rl,og.(i+7)— Log.(H-9) 



: ïM 



[T+fT'+fT' + etc] 



'45. 6."^* formule. Si, dans les mÉmes ëquatiom T (n.« 36), on 
suppose «=2 et ia=j , on aura les suivantes: 

x' — 1 1 o:r' -f- aSagjr— 2520 = 
et 

3^ — i ioa;'-|- 2629j;+a52o = 
ou 

(,_5X*-9X*H-7)C*H-8X^- = <> 
et 

(«H- 5)(4:+ 9)0r— 7Xa^ — 8)C«-+- 1 ) = o 
faisant ensuite : 

e' 

/ rr ^^ — ï I oar* -t-afiagjr — aSao 
il viendra : - , 



igitizedby VjOOQIC 



LOGAKITHMIQUÊ». ^ 

u—t = So4o 

M— < _ aSao _ ^ 

'u-i~i X ' — 1 itw'+afiagdc 
et réqaation A donnera : 

Log.(*-|-9H-Log.(H-5)+Log.(jr-|-i)+Log.Cj:-7)+Log.Cj— 8) 

-Log;(rf^9)— Log.(:r— 5)— Log.Cj:— 0— Los.(;r-l-7)— Log.(*-H) 

'<6. j.^* formula. Si on suppose fl=3 et >.= i dans les Ajuatïonj 
Q (n.* 29), on «=2 et j8=i dans les premières équations du n." 33, 
on aura les suivantes : 

^ — 98j*+24oi«* — 14490 = " 
•t 

*?— 9&r* + 24oi** = o 

ou 

(,+8)(;r-8)(:r+ 5X*-S)(x+3Xjr-3) = 
«t 

faisant ensuite : 



et 

il viendra : 



/ = j:* — 98j:* + 24oiar* — 14400 

u—t= i44oo 

u—t_ 2f^_— — =T 
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et l'tjquation A donnera : , 

=Log.j:+2Lo6.(H->)-+-2L»6-C»-7)— Log-CH-')— L»6-(^— 8) 

— Lo8-(*+ 5) — Log.(*— 5) — Log.(»+ 3) — Log.(jt— 3) 



,[T + 4T=+i-T'+e,c.] 



4"}' Les . formules comprises dans les numéros prëcédens peavent 
toules être emptoyëet d'une manière avantageuse , relativemeat au 
degré d'exaclltude qu'on désire dans le résultat, et exigent des calculs 
de même genre. Dans ce tjuî va suivre, nous ne donnerons dès ap- 
plications que d'une seule , ce que nous dirons de celle-ci pouvant 
servir à conclure par analogie ce qu'il y aurait ii dire sur chacune 
des autres. Nous choisirons de préférence, pour ces applications, la 
formule du numéro précédent , qui est du sixième degré , (>arce qu'elle 
est la plus convergente. 

48. Four donner une idée complète de l'applicadon de la formule : 

aLog.jr+3Log.(:r+7)+2Log.(«— 7)— Log.(x+8)— Log.(*— 8) 
— Log.(j:+5)— Log.(jr— 5) — Log.(j:+3)— Log.(jF— 3) 

=,Mr — '^ — +y — '^ — Y+eic.i..u 

supposons qu'on veuille , indépenclamment de tout ce qui a été publié 
jusqu'ici, et par son moyen, calculer des tables de logarithmes sui' 
Tant le système de Briggs ; ta difficulté qu'on rencontrera est celle 
dodt nous avons parlé dans te-n.^ 3, Il faudrait, pour pouvoir cal- 
culer le logarithme de l'un des nombres 'jr-f-8, jr-l-7 , xH-5 > 
ar-|-3 , s, X — 3, x — 5, x — 7, x — 8, que ceux des autres 
fussent donnés , et , d'après l'hypothèse , aucun logarithme n'est censé 
connu. On remédie en général à cet inconvénient , lorsqu'on emploie 
de« formules du geaie de la précédente , en substituant successivement 
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i X difî'ërentes valeurs , justju'à ce qu'on obtienne au moins un nombre 
n d'équations, dans lesquelles il n'entre que les logarithmes de n 
nombres premiers ; et, au moyen de ces équations, on détermine en- 
suite la valeur de chacun de ces logarithmes. Sî, par exemple, on 
met successirement à la place de x , dans la Formule U , les nombres 
9 , 10, 11 , 13, i3 , 14. 17 , ig, 25et 27 , on aura tes équations: 



4L3+aL3— L7 — L17 

— L3— L7— Li3+âLi7 

^-SL3+3lA^ L7 +3L11— L19, 

— L3— L7— Li7+aLi9 



=4-^-<-iC-i-)Ve.c, 

-3La- L3- L7 +:.L,3 ="™[-3Îr+5CT3r)'+ 

- LÎ+6L7-.L.,- L,7- L,9. . . . ^»M[7^+S(I^9)V'"^ 
iLi- L3- L5 - L7 - Lii+.Li7=aM£-^+5(^^) +elc. 

-3L»-aU- L7 -^■-M-iH^l.-9="M[nî5p+5(T:7ip)'+"'' 

6L»+»L3+aLS - h, _»Lli- Li;r^aM[ ^^yg^ | l(-;8^) +'"■ 
-4L.+4LÎ- L7 _ L..+J.,7- I-9='M[^ + î(^)'+elc. 

Ces dix équationsne renferment que -les logarithmes des hi«t premiers 
nombres simples 2, 3, 5, 7, 11, i3, 17, 19; et, comme on n'a 
besoin que de huit équations pour déterminer h.ui.t inconnues, il est 
clair (le logarithme de 5 n'entrant que dans deux équations) qu'on 
en déduira quarante-quatre systèmes de huit équations, qui pourront .tous 
servir à trouver les valeurs de ces logarithmes. De tous ces systèmes, 
celui des huit dernières étant le plus avantageux, parce qu'il contient 
les séries les plus convergentes, prenons ces huit équation^ et faisons, 
pour abréger : 
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FOBMULES 

j5 , t , a5 yi , I ^ a5 
>153 "'"3 V. ai53 J 

"Mj""!" T(,"ÎS9 

"337 '"TCtsT'^ 

■ ■7449 "*" 3' \."7M3V 

1 I ^ 1 \- 

a3li "*"î V, 33m J 

j5 , ■ /■ '5 %- 

131993 "*" Tv.131993^ 



38799^ 



'+Kw)'"^='- = s. 
"^T(-Êry ■*-•'«•= s. 

I /• aoo "v' . « 

5 (71^4-9) +""=■ = *' 

"^T(^y-»-"=-=Sr 



î (46577) "•" \ (45517) "*■""■ = *« 



46817 

aeiu aurons : 

— 3L2+2L3 — L7 +2L11— L19 = 2MSfc 

— L3— L7— Li7 + 3t,i9 = 2M5, 

— 3L3— L3— L7 +2Li3 ....'. = 2MSj 

— L3+6L7— aLii — L17 — L19 = 2MS^ 

aLi— L3— L5 — L7 — L11 + 2L17 = 2MS, 

— 3L3 — 2L3— L7 — 2Lii+2Li3+2Li9 = 2MS, 

6La + 2L3+2L5 — L7 — 2L11— Li7=2)VIS, 

— 4L2-t-4L3 — L7 — L11+2L17 — Li9=:2jV1St 

équations qui, ëtanl résolues suirant les règles onTinaîrcs , donnent : 

Li =îf C 94s,— 4oS.— 74S,+ioS,-|- J«S,+ 74S,+ 14s,— 36S,) 

L3 =M(i48S,— KiS,— ii6S,+i6S,+ 44S,+ii6S,+ aiS— 56S,) 

L5 =M(>36S,— Io3S,— l83S,-f-saS,+ 64S,+l83S,+ SSsTIt. S8S,) 

L7 =M(366S,— IiSS,— 31lS,-t-s9S.4- 7l«S,+jliS.+ 39S,— loaS.) 

Lil=^(33SS,— 143S,— 'a6oS,+3(S.+ 96S,+36<jS,+ 48S,— ia6S,) 

l,i3=M(348S.-*52s.-5ils,+Î7S.+io3S,+5^.+'A,-i33S.) 

Li7=M(39eS,~i7iS.— 3ii&,+4oS^+ii4S,+3iiS.+ 57S,— i5«S,> 

Li^=M(4oaS.— 173s,— 3i9S^-V4ia,-i-iieS,-f3i9S,-l. 59S,— i54S,), 

En 
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Bo calculant d'abord ces huit valeurs (tans la supposition de M= i , 
et ajcJulant ensuite celtes des logarillimes de 2 et de 5 , on aura 
le logarithme Népérien de 10 ; le quotient de l'unitë divisée par ce 
logarithme , sera le module des tables , et , en multipliant les valeurs 
trouvées par ce module , on parviendra aux valeurs des logarithmes 
tabulaires des huit premiers nombres simples. Dès-lors les logarithmes 
de tous les nombres , depuis i jusqu'à 2a iiiclusivanent , pourront 
£tre déterminés ; et on trouvera ensuite successivement les logarithmes 
de tous les nombres premiers, sans que rien puisse gêner dans l'ap- 
plication de la formule. Pour avoir , par exemple , le logarithme de 
23 , OD pourra faire : 

jr-4-8 = 33 oujr^iS 

et on aura : 

La3 = 3Li5+2L8+2L22— L7— Lio— Lia— L18— L20 

ou 

L.3=.L.-L3- L7 +=L, . _^m[^^+^ (^-)*+e.c.] 

On parvient encore à des équations qui donnent le logarithme de 
33 , sans employer des logarithmes des nombres premiers plus grand» 
que 23 , en faisant : 

a:-+7 = 23 ou *-4-5 = 23 ou jr-l-3 = =3 ou x — 7 = aS 

et même cette dernière hypo,thèse est la plus avantageuse. En générât, 
on peut fair»le nombre dont on demande le logarithme, égal à l'une 
quelconque des quantités jr+8 , *+7 , xH-5 , 3r+3, *, x — 3 , 
f— 5, X — 7 , X — 8, pourvu qu'aucune des autres ne devienne par 
14 un nombre premier ou un multiple d'un nombre premier dont le 
logarithme soit inconnu. Le tableau suivant présente toutes les' valeurs 
moindres que 1000 , qu'il est possible de substituer à x dans la for- 
mule , pour avoir des équations qui donnent te logarithme d'un nombr* 
Tom, /. 13 
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premier/)* plus petit que too, sans qu'il soit besoin de connaître 

le logarilhine d'aucun nombre premier plus grand que p. 

KOMBRE p. VALEURS A DONNER 

23 

=9 
3i 

3? 
4i 
43 
<7 
53 
59 
6i 
67 
7' 
73 
79 
83 

89 

97 

49' Le moyen employé dans le numéro précédent pour avoir les 
logarithmes des huit premiers nombres simples , pourrait également 
servir pour trouver un plus grand nombre de logarithmes , c'est-i- 
dire qu'on pourrait établir , par un plus grand nombre d'équations , 
les rapports qui existent entre un plus grand nombre de logarithmes, 
et déduire ensuite de ces équations les valeurs particulières de chacun 
d'eux. Nous allons donner ici vingt-cinq équations entre les vingt-cinq 
logarithmes des nombres premiers plus petits que 100. Elles pourront 
servir à déterminer ces logarithmes au moyen de séries très-conver- 
gentes , et dont les termes n'ont que l'unité pour numérateur , coii- 



.5, 16, 


18, 20 


3o 






21, 23 










a3. 2i, 


26, 28 


3i, 


57 




29, 32, 


37 








33, 34, 


i'.i9 


77. 


85 




35, 36, 


38, 43 


2 53 






39. 4". 


<a,44 


47. 


55, 


.33 


45, i6. 


48, 5o 


525 






5i, 52, 


■77 








53, 54, 


56,58, 


61. 


69. 


125 


59,60, 


62,67 








63,64 










65, 66, 


68, 70, 


73, 


212, 


287 , 292 


7'. T< 


74,79. 


87. 


i53, 


245 


75,76. 


78, 80, 


83, 


88, 


91, i6i 


81, 82, 


84, 86, 


437 






89. 90. 


9=.97. 


5,5 
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dltlon trè^ayantageuse pour la simplicitii du calcul. Il faut , pour les 
obtenir , substituer successivement à X, dans la formule U , les nom< 
bres suivans : 55, 57, 63, 65, 67, 72, 73, 75, 77, 80, 83, 
85, 87, 88, 97, 135, i33, i53, 177, 245, a53, 287, 487, 
525 et 575. 

Etjuations, 

4L2— L3— L5— L7 +aLiI— U3— Ls^aLSl— L47- • • • ='"( 37 ^au^i "+ 

8La— sti+.sL5— 3L7 — ^LiH-^'S— L3" 

3L»+aI-i+6L7--aLiI— L17— Lag— L?! 

3Ls+aL3 — L74-aLl3 — L17— Ll^+jLag— L3i— 
— SLa— L3— L5— L7 — LSi+aLS?— L59+aL67 . 



L73. 



V. 4b ao799 



Viaa 90881 ^ 
— 4La+aL3— L5— Lj — LlI+aLi3— La3— L67+aL79. . . . =aMQ ^^^^^ + 

4La— 3L3— L7+aLlI— aLl3— I.17— L19+3L73 =aMf__Jj_ + 

— 3La— L3+aL5— L7 — Li3-f.aLl7+aL4l— 1-67— L83. . . . =aM( ' + 

— 3La— L3+6L7+aLiI— L17— La3— L37— L4 =aM^ '^^^ + etc. 

aLa— lî— LS— L7 — aLli— Lt7-f.al,a9+aL7>— L83. . . . =^"( 358 535, , 
.-3La-f-aL3— LS— L7 — Ll i— aLlS+aLig— L4H-aL83. . 
— 3La— L3— L7— aLii4-aLi3+aLi74.aLa3— L3l— L41. . 

41^— L3— L7 — L19 — La3-f.aLa9 — X^i+aM?" Mfl- - 



:aM r, ' 
V447 647al 

="(594 48607- 



— 3La-f£L3— L7-f.aLli— Li3— Ll7-|-aLl»- L3i— L83. . 



.„( 



liiti btiB97 



+ etc. 



aLa+aL3- L5- L7 +aLi3- L17— La3— UT— L89-Hl97=aM(77^J-55^ + =«■ 
— 6La— L3-HLS— L7 +aLil— 2Ll3— Llj+jLS»- L61 =aMf ^^g^ '^ + etc. 
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— 6L»+aL3— aLS+GL? — Li3— Liy+aLi j- Lai- L47 . . =aM( ■j^u'^ior 

6La4-aL3— L5— L7 — LiS+aLiv— La3— La^— L37+aL73— L79 s^iaf- ' , 

V. 17741 73311 

aL»— L3— L7— 3Li34-2Li7+aLa3— Lag— L37— L43+aL59i =3M^- ^ /'sn^ âT- 

— 3La+aL3— aL5-4-8L7 — SLii+aLi?— La*— L3i— L79 -^,w( ' 

^ a 99884 94801 

— 7La— L3— aL5— aL? 4-aLii+aLi34-aLa3— La»— L3i+aL4i— L43 ==**'(~ 



^ 3 63685 o56oi 
aLa^ L3+8L7- Lag- L3i+aL4i- L47- LSg- L71- L73 =mÇ ^ ^-^ ^^ 

-3La-aL3- L7-aLi i-aLi3- Li7+aLi9+aLaV- L3i+aL37+aL43- L89 =^" (96 6794 c»5;7 

L3+:»L5+6L7 -aL.i-aLi3+aLis- Lagf aU;- I *.- U?- L53 =aM^ ^^ ^^^^ ^^ - 

iLa— 3LS+aX.5— L7 — aLu— Li5— aLi7— Lig+aLaS— Lag— LSS+aLy i+al^TsiaM^jjj 81753 601»* 

TLiA convergence àt$ séries contenues dans ces équations est telle , 
que le cinquième terme de la première , qui est la moios rapide , n'influe 
que sur le 6i.'°° chiffre décimal , elle troisième terme de la dernière 
sur le 65.*" C'est par des moyens bien plus pénibles, qu'Abraham 
Sharp' a calculé avec 61 chiffres décimaux, i," les logarithmes de 
tobs les nombres plus petits que 100, a." les logarithmes d« tous 
les nombres premiers depuis 100 jusqu'à iioo, 3.* les logarithmes des 
quarante-uo nombres compris depuis 999980 jusqu'à 1000020 inclu- 
sivement. 

5o. Après avoir montré , dans ce qui précède, comment on pourrait 
construire des tables de logarithmes k l'aide de ta formule U , il nous 
reste à donner un exemple des calculs qu'exigerait ce travail. Pour 
cela , supposons que , les logarithmes de lous^ les nombres premiers 
depuis 1 jusqu'à 1 100 étant connus, on demande celui de 1297. En 
faisant x — 8=1297, nous aurons jr=i3o5-, et la formule (en «a 
bornant au seul premier terme de la série ) donnera : 
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Lia97=ALi3o&-f3Li398-l-3Li3i;t— Iii3oa— Li 3o&— Li3oo~Li 3io— Li3 li 

aM-7300 
i3o5*— 98-i3o5*-t-a4oi'ï3o5' — 7100 

Or, dans cette équation, les logarithmes des nombres i3oS, 12984 

i3i2, i3o2, i3o8, i3oo , 1 3 10 et i3i 3 sont donnés par l'hypothèse, 

puisqu'on a Li3o5=2L3+L5-|-L39 , Li398=LaH-Li i-t-LSg , 

Li3i3=5L2-+-L4i , Li3o2=L2-i-L3H-L7+L3i , 

Li3o8=2L3-|-L3-l-Li09, Li3oo=2+Li3, Li3io=:i-f-Li3i et 

Lt3i3=Li3H-Lioi. Une reste donc plui qu'à ëvalueren .dëcimalesU 

,. . aM'7aoo . •■,,,.' 

fraction—— -— ; après qaoi lopëratmn sera 

réduite k de simples additions. En procédant è cette évaluation , on 
trouve d'abord i3o5*=i7 o3o25 , i3o5*=29o 0234) 5o625 , 
]3o5*=4939 27344 f)H68i 4o62^;puisa4oi*>3o^*=4o6% 63o25/ 
98.i3o5*=28433 88267 6i25o, 
et enfin , 

3M>73oo aM'7300 



i3oS«— 9e<i3o5H-34oi<t3o5>— 7300 4938 sSgaa ii3o3 353oo 

aM 

~^' 5 SImq ~°'°°°P° 00000 00001 26621 87057 73076.. i 

...13429 70490 38062 46583 6go37 iraMT 
On achève ensuite le calcul comme on le voit ici : 
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Si. Il est bon de remarquer que la fraction 



at*— 981* ■4- «401a:' — faoo 



•st toujours réductible. En «ffet , elle peut toujoura être mise sous 
Tune ou l'autre des deux formes suivantes : 

33-9-aS 



x\x + 7)'(«— 7)» — 3a.9-a5 

et 

33 • ç çaS 

(*+6)(x— 8k*+5J(»— 5) cx-|-3)(*— Sj+Sa-g-aS- 

Or , quelle que soit celle sous laquelle on I» considère , on voTt 
aisëment que, 1.** ses deux termes sont divisibles par 4^ oa 16 on 
32 , quand jt est de„ la forme 2p ou 4^ ou 8/r , et qu'ils sont tou- 
jours divisibles par S2 , lorsque x est un nombre impair ou de la forme 
sp-i~i ; car alors les deux nombres âH~7 et x — 7 deviennent pairs , 
et leur di/Tërence étant i4 > ou , plus gënéralement > un nombre im- 
pairement-pair, si l'un est divisible par 2 , Tautre l'est nécessairement 
par 4- On peut en dire autaùt des nombres jr+5 et x — 5 , 3>4-3 
et *— 3. 

' 2." Les deux termes de la fraction sont toujours divisibles par g-; 
car s est essentiellement de l'une 'des trois formes 2p , ip-\-i. et 
3p — 1. Or, la première rend divisibles par 3 les nombres x, x-i-3 , 
et jr— 3 ; la seconde , les nombres x — 7 , ;r-4-8 et Jf+S ; et la troi- 
sième , les nombres j>4-7 , x — 8 et jt— 5. 

3." Les deux termes de la fraction sont divisibles par 2S , lorsque 
X est de l'une des trois formes Sp , Sp-\-z et ^p~r-2 ; car la première 
rend divisibles par 5 les nombres x, x-\-^ et jt—S ; la seconde, 
les nombres jr— 7 , j:~|-8 et jt+3 ; et la troisième , les nombres 
ar-(-7 , «—8 et jp — 3. 
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D'après ces considérations, je crois qu'on fera bien , lorsqu'on vondra , 

pour une valeur donnée de x, évaluer cette fraction en décimales, 

de la mettre sous une des formes précédentes , parce qu'étant sous 

ces formes , on peut aisément , avant de procéder au calcul , débar- 

, rasser ses deux termes des facteurs qui leur sont communs. 

52. Pour qu'on puisse toujours juger du degré d'exactitude qu'on 
doit attendre des formules comprises dans les n.**^ 39, ^o, 4' « ^^'i 
44 1 4^1 4^ < nous placerons ici le tableau suivant qui met sous les 
yeux, le nombre des chiffres décimaux exacts, donnés par chacune 
d'elles, lorsque x égale 100 ou 1000, ou toooo , ou 100000, ou 
lOOooQO, snit qu'on néglige entièrement la série du second membre , 
soit qu'on se, serve de son premier terme. 



« ^ 


Nombre des chiffres dëcîmaux exacts , 




DÉSIGNATION 


donnes par chaque formule. 




DES FORMULES. 


.•:n négligeant U série, 
et X étant , 


Enprenantlel.*'lenne 
dela8érie,eta;étant. 
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53. SI on calcalaït des .tables de logarithmes par une quelconque 
de ces formules , soit en négligeant enlièrement la série du second 
membre , soit en se serrant de son prefciier terme , on pourrait ai- 
sément se faire un moyen d'obtenir cinq ou six chiffres décimaux 
exacts , de plus que n'en donnerait , dans l'un ou l'autre cas , ta 
formule employée. 11 suffirait pour cela de déterminer d'avance le 
logarithme de la partie constante du premier ou du second terme 
de la série multipliée par le double du module ; car , en retranchant 
ensuite de ce logarithme celui de la partie du dénominateur, qnî 
peut influer sur les premiers chifires du quotient, on aurait pour 
reste un logarithme répondant à un nombre qui exprimerait la valeur 
du premier ou du second terme de la série , au moins dans ses pre* 
miers chiffres signiHcatifs. Ainsi , par exemple, en nous servant tou- 
jours de la formule U , si on sait que 

L 2M X 7200 = 3,79614 68o34 = T' 
et 

l1*^IÎÎÎ!= 11,03369 o54.5 = T- 

en retranchant do T' la somme 2Lj;+2L(j>f-7)+2L(*— 7) des 
doubles des logarithmes des nombres x , x-^--] et x — 7 , qui entrent 
dans le premier calcul de la formule , on aura pour reste un loga- 
rithme qui différera peu de celui du produit du premier terme de 
la série , par le double du module. II en sera de même par rapport 
à la valeur du second terme de la série multipliée par 2M , si on 
dte de T'' trois fois la somme aLdr-|-3L(«-h7)-|-3l<(ar— 7) ; car le 
logarithme restant sera celui de cette valeur, considérée seulement dans 
ses premiers chiffres significatifs. 

Pour ne rien laisser à désirer ï cet ëgard , soit repris l'exemple da 
n.** 5o \ on aura : 

aL*+2L(:r-i-7)+3L(j— 7)=3Li3o5+2Li3i2+2Li298 
Tom. /. i3 
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et t en tirant cette somme du calcul d^j4 fait , U viendra : 

18,69363 80784 

logaiithme dont le triple est : 

56,08091 . 4^3Si 

Hetranchant mauitenant ce triple de T'* , on trouvera pour reste : 

— 46+0,95377 63o64 

La caractëristique négative —46 , qui se trouve dans ce résultat; 
. indique d'abord que le premier chiiFre signiBcatif du nombre cor- 
respondant , est du 46-°*" ordre décimal , et la fraction ( réduite , si 
on veut, i sept cbi£Fres comme dans nos tables usuelles) appartenant 
au logarithme de 8969666 , j'en conclus que la valeur trouvée pour 

8969666 
le logarithme de 1297 , doit être diminuée de la quantité ; ce 

qui s'accorde avec ce que nous avons vu dans le numéro précité. 

Si :P surpassait loooo , on pourrait se contenter de retrancher de 
T'' six fois le logarithme de jr , ou de T^' dix-huit fois ce mtme 
logarithme. 

54* Je terminerai ce mémoire en faisant observer que les équations 
obtenues dans la première partie expriment toutes des propriétés des 
progressions par différence. En prenant , par exemple , celles qui ont 
fouTTii la formule U , et multipliant leurs racines par d , pour plus 
de généralité , on aura : 

** — QBd^a*-\-z4oid*x* — \44ood* = o 
•t 

a:*— 98i/*jr* + a4oiJ»x* =tf 

ou 
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.t%- . . . . 

ce :quî Doiis «ppreod ifoa ,. dau la progression 

se— W , an— 7^ , *— 6d , i^M , JC— 4** , *— 3<*. «— a-^î «*Hi/,a:, x-f^, étev 
le produit des quarrës des 2.™', g."" et i6."' termes est éga! au 
produit des i."', 4™', 6.™', la."" , i^.™" et 17."" termes, moîqs 
i44oo fois la sixième puissance delà diJTêrence J. Mais j ^tant ya- 
riable , il est. évident que la propriété que nous venons d'énoïicer aura 
lieu , quelle que soit sa valeur ; elle aura donc lieu lorsque :r de- 
viendra s-^nd , ou, ce qui revient au même, quelque part qu'on 
prenne l'origine de la progression , qui peut d'ailleurs être prolongée 
indéfiniment à droite et à gauche. Cette propriété subsistera encore, 
si s devient x^p , fi n'étant pas un multiple de d ; donc , en général , 
dans la progression , 

3c-HuH7,3H-C'H-i)<'-h'ta>f<'>4-3}4f4f . «+(B-f3î<ï-fp, etc. 
te produit des quarrés des a.'"" , g.™' et le."' termes est égal an 
produit des i." , 4,-", 6."', la.*"", 14."" et 17.*"" termes, 
moins i44oo fols la sixième puissance de la raî^n ou différence d. 
Si on passe maintenant de cette dernière progression aux équation* 
correspondant à la propriété que nous ^venons d'y observer , on verra 
que ces équations ne sont autre chose que des transformées de celles 
dont nous sommes partis; transformées ■'qu'on obtient en augmentant 
d'abord les racines d'un multiple de d, et ensuite de la quantité /f. 
On doit seulement remarquer qu'après ces transformations, les racines 
ne sont plus divisibles par d, comme elles l'étaient auparavant, et 
que d est alors un facteur commun à toutes Ira différences des ra- 
cines. Ce que nous venons de dire nous met en droit de conclure , 
I." que les transformées auxquelles on parlent en augmentant on 
diminuant les racines de deux équations telles que celles dont nous 
nous sommes occupés, conservent entre elles la m^me différence qui 
«e trouvait entre ces équations , et ne peuvent conséquemment pas 
fournir des formules logarithmiques plus avantageuses ; 3." que , 
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lorsqu'on a deux équations , telles que les différences entre les racines 
ont un facteur commun d, on peut, en augmentant ou diminuant 
CCS racines d'une quantité ëgate au reste de la .division de l'une d'ellM 
par d , faire qua toutes ces racines devienitent des multiples de d, 
et puissent, par conséquent , être divisées par cette quantité , ce qui 
conduit à des équations plus simples et plus utiles* Ainsi , par exemple , 
si l'on avait les deux, équations , 

:r*— 5ox*-f:6a5 = o 
et 

«♦ — 5o**+ 49 = 

OOj 

(:r + 5)»(*— 5)' = o 
et ' 

dont les racines sont des nombres impairs , et diH'èrentconsëquemment 
entre elles d'un multiple de 3 , en augmentant ces racines d'une unité , 
et les divuant ensuite par 2 , on aurait : 

***4- xr*— II*' — i3j:H-36=tf 
eï ■ ■ ■ 

*»+2x*— iix»— i2jr. ... =0 
ou 

Cl 

*(* -I- 1 X* -f- 4X* — 3) = o 

^uatîons qui ne sont que des transformées de cdles qui noDs ont 
donné la formule du n.^ ^2 ; transformées qu'on aurait en mettant dan* 
ces dernières ^v-na i la place de x. 
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DYNAMIQUE. 

De 2a rotation des corps autour de trois axes non 

rectangulaires. 

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des science» 
de l'académie de Strasbourg. 



On connaît la manière de décomposer une rotation , faite aotoi» 
d'un axe donne , en trois autres rotations faites autour de trois axes 
perpendiculaires entre eux. Dans ce niëmoire , nous nous proposons 
d'enseigner comment une rotation , autour d'un axe donn^, peut être 
décomposée en trois autres rotations faites autour de trois axes for- 
mant , deux k deux , des angles quelconques. 

Problème L 

I. Étant àonni Us coordonnées rectanguïatres iles deux extrimitis 
d'un are de grand cercle appartenant à une sphère çai a son ' centre 
à l'origine , et dont le rayon est l'unité , déterminer le cosinus 
de cet arc ? 

Soient A et B les deux exlrëmit^s de l'arc dont il s'agît ; soient 
p , q , r , les coordonnées de la première t ^^p' > ç' > f' > celles de la 
seconde, le cosinus demanda sera ^gal & l'unité moins la moitié du 
quatre de la corde de Afi (i). Ce dernier quarré est 

<i) En verta de la fonnole connue : Co*> ;t:si— a Sîn. ; xK 

t îfott dfs iiitturt. J 
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et , & cause de 

il revient & 

2(ï— /V^— V?'— rrO ; 



on aura 



donc : 



Cos. AB =^pp'-\-^'j'-\-rr*- 
z. Si l'arc AB est un quart de circonrérence , on aura : 

pp'-{-q^'-\-rr*=o; 

en outre , l'expression de Cos.AB renferme tout ce qui peut concer- 
ner la relation entre deux systèmes de. coordonnas , dont un est rec- 
tangulaire. 

3. Le sinus de l'arc AB n'admet point de forme rationnelle. Toute- 
fois , le quarré de ce sinus étant égal à cette somme de trois quarrÀ : 

ipf—çpO'-\-(9r'—rç'y-Hrp'~prO' î 
on Toil que , si l'on considère /»^, ç* , r^,commereprésen(ant trois forces 
tant pour leur intensité que pour leurs applicadon et direction , les 
racines 

pi}'—(}p' , qT'—rq' , rpt^pH , 

exprimeront les diiFérences des momens de rotation de ces trob forces 
autour des trois axes rectangulaires p , q t r. 

Problème IL 

Jf, Connaissant les trois côtés ti'un triangle sphêri^ue apparte- 
nant à une sphère qui a son centre à l'origine des coordonnées 
rectangulaires, et son rayon égala l'unité; et étant donné les coor- 
données des sommets de deux des angles de ce triangle , détermi~ 
ner les coordonnées du sommet du troisième ? 
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D^ngnoâs par les grandes lettres A , B , C les angles du triangle; 
par les petites a , d , c les côtés qui leur sont respectiveinent op- 
posés , et soit C l'angle du somnaet duquel il s'agit de trouver les 
coordoan^es. 

Soient p , f , r , les coordonnt^cs du point A ; soient p' , ç', r' , 
les coordonnties du point B ; soient jr,^, 2 les coordonnées du point C> 
soit enfin désignée par T* la fonction connue : 

I — Cos.'fl — Cos.'^ — Cos.*ff+2Cos. a. Cos. h. Cos. c. 

Cette fonction joue un très-grand rôle dans le calcul des triangles 
sphériques. Si l'on fait la somme des trois côtés «+iH-tf=2j , on aura; 
T' = 4Sin.j.Siii.(^— fl).SiD.(j— 3).SÎn.(f— c). 

Elle apprend immédiatement à trourer les angles « moyennant les 
formules qui suivent; 

T=Sin.fl.Sin.iS.Sin.C. 

T=Sin. b, Sin. c. Sin. A. 

T=Sm.^.Sip.a.Sin.B. 

Le radical T peut ttre dontié sous une forme entièrement ration' 

nelle , en introduisant les coordonnées de» trois sommets A, B, C, 

Oo obtient ainsi pour T les trois expressions parfaitement identiques ; 

T = iqr'—Til^x-^irp'—pT^y +0,^_^^^ ; 

'T=(/z-ry);H-(r'jr-;^z)9+C^y-^'*)r ; 

Ed vertu de ce qui précède, on aura, pour la solution do pro-* 
blême, les trois équations 

px-^-^y-^rrz = Cos. h. 

^ie-\-q'y^'f=i Cos. J, 
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La détermination des trois inconnues ne suppose ensuite que les 
principes connus de l'algèbre. II ne faut pas oublier qua 

/'p'4-f?'-4-rr'=Cos, e. 
De ces trois équations, on déduira celles qui suirent.: 

{gr'~Tti'Y-^r''^qp'—p<}^*-=q*—ii^<l'Q.OiX-\-q** ; 
(rp'—pr' '4 (ry'— çr')*=r*— arr^Cos^H-r'*,; 
et ces réductions sont nécessaires pour donner aux trois înco|uiaea 
toute la simplicité que la nature du problème permet. 
Si, ensuite , pour abréger, l'on fait : 

Cos.a — Cos.J.Co3^=M, 
Cos.£ — G>s.£.Co5.<j= N ; 
on trouvera , aprîs les réductions : 

irôin.V=;>N+;>'im-(yr'— r^OT ; 

ySin.v=yN4-?'M-+^7>'— ^rOT ; 

«Sin.V=rN+rW-(-(/»f'— ?;»0T ; 
et le proWime sera résolu; it admet deux solutions, i cwse de l'am- 
biguité du radical T. 

5. Corollaire I. Les deux solutions ae confondent en une seule; 
lorsque le point C se trouve sur l'arc AB , ou sur son prtJonge- 
ment. Le radical T doit donc disparaître alors; aînsî , si l'on de- 
mande l'équation générale de condition , pour qu'un troisième point 
C de la surface sphërique , dont les coordonnées sont x , y , z , sa 
trouve sur l'arc de grand cercle dont la position est déterminée par 
ks deux points A et B , dont les coordonna «spectives sont p, ^ , 
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r, p' , q' , T*\ eelte équation de condilion sera: T=o , ou 

6. Corollaire IL On peut , d'après cela , se proposer de détermi- 
ner un point C sur l'arc AB, ou un point C sur «on prolongement 
opposé i B , distant du point A d'une quantité b , mesurée sur 
le grand cercle dont AB fait partie. S'il s'agit du point C, on aura 
i^a-^c , d'où a=è — c; ainsi : 

M=Sin. 6. S'io. c ; N=— Sin.^. S\n.{B—c) ; 

d'où il résulte : 

:fSinx=:p' Sin.i — p Sin.(J — c). 

ySin.c=q' S\nJ—q Sin.(^— c). 

zSmu:=r' Sin.i — ^r Sin.(^ — c). 

Si, an contraire, il est question du pçint C^, dn aura Bzza^-^, 
d'où as:b-\-c', ainsi: - , 

M= — Sio-^ Sia.£ ; N=:Sin.r. Sin.(j+r) !, 

d'où il r^ulte : 

irSîn.t=^ Sia.(i-\-c)-~p' Sin^. 
ySmx=q Sin,(5+c) — y' Sin^. 
iSin.i:=r 5in,(i-4-f) — r' Sin^. 

•j. Corollaire III. £t si , dans cette même bjpoth^se , l'arc AC 
ou AC ' devait être égal à un quart de circonférence , on aurait , pour 
déterminer la position des deux points C et C^ , ëloi^éi de A d'un 
arc 3= ; «■ , les équations qui suivent ; 

f *Sin.t=:^— ^Cos.*. 

Pour C / .ySinx^q^-m-çCos.c, 

{ zSin.f=r' — rCosrf, 
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( sSinx—pCosx-'-p'. 
Pour C ( ySiax=y Cos.c—^'. 

6. CûTûVaire IF. L'arc AB=:c étant toujours supposé donné de 
grandeur et de position ; si , en supposant que le troisième point G 
du triangle est le pôle du cdié opposé AB , on demande les coor- 
données X , y , £ , de ce pôle ; on aura , dans ce cas , j=0^ \ wy 
ainsi M=N = o et T = Sin^ ; d'où il résulte: 

sS\ux=^r^ — rqf ; 

ySinu;=rp'~-pr^ ; 

zSîn^ =^— ^;»'. 

9. Co^Uaire V. Et si, dans ce dernier cas, l'arc AB=c était lui- 
même un quart de circonférence , on aurait , pour les coordonnées 
du pôle de cet arc , les valeurs qui suivent : 

y=irp'~pr'i 

z^.pg'^-^p'. 

Problème UL 

10. Un are de grand cercle , appartenant à une sphkre dont le 
centre est à l'origine des coordonnées rectangulaires , et dont le r<^oit 
est l'unité , fait autour de l'une de ses esctrémitis , et sans quitter 
la sphère , un moupement angulaire assez petit pour que le cosinus 
de l'angle sphiritjùe décrit puisse sensiblement se confondre a9ee 
t unité , et son sinus avec cet angle lui-mime. On connaît les coor- 
données des deux extrémités de tare > dans sa situation primitive » 
ainsi que la grandeur du mouvement angulaire qui a eu lieu , et 
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Von demande ,pour la seconde situation du même are , les coordon- 
nées de celle de ses extrémités qui, dans le mouvement , a changé 
de situation ? 

Soit c la longueur de l'arc dont il s'agit ; soît A l'extnîroilë de 
cet arc autour de laquelle le mouvement a eu liea , et soit désigna 
par la même lettre l'angle sphërique décrit ; soît de plus B l'autre 
extrémité du même arc dans sa situation pnmîtÎYe , et C le point 
ofi elle parvient par suite du changement qui arrive dans ca posi- 
tion ; soit enfin a l'arc de grand cercle qui joint les points B et C. 
En conservant les mêmes notations que ci-dessus , pour rendre 
applicables au cas actuel les formules générales déji trouvées y il 
faudra d'abord y faire £=:f , ce qui donnera : 
M= Cos. a — Cos.* c. 
N=Cos. r(i— Cos.a). 
T = Sin. h. Sin. c. Sin. A=Sui.»f. Sin. A; 

Il faudra ensuite , \ la place du côté a , introduire l'angle op- 
posé A ; c'est ^ quoi l'on parviendra au moyen de la formule : 
I— Cos. ii=Sîn.*f Ci — Cos. A) (i) ; mais, comme on s'est permis 
de supposer Sin.A=A et Cos.A=i>îl en résultera i--Cos.ii=o, 
d'oii on conclura : 

M=Sin.'Cî N=o; T=A. Sin.*tf; 
ce qui donnera finalement : 

x=r'+Oï/— y/»') A. 



(I) Celle Tormule n'est autre chose que ce que devient Véquation fondamentale: 
5in.i. Sia.c. Co». A=Coi.'«i — Co». t.Cos. e,iianila ca» particulier oA *=a:. 

iVoU des iâiUurs.'i 
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Prtélème IV, 

ji.On a fait tourner successivement un triangle sphJrt^ue appar- 
tenant à une sphère cm a son centre à l'origine des coordonnées 
rectangulaires , et son rayon égal à tunité , autour des sommets 
de ses trois angles ; le moupement angulaire autour de chacun est 
supposé assez petit pour que le sinus de t angle décrit soit censé se 
confondre avec cet angle même , et son cosinus avec F unité. On con- 
naît la grandeur de chacun des moupemens angulaires ; on connaît 
de plus les coordonnées primitives des sommets des trois angles 
du triangle sphéri<pic ; on connaît enfin les coordonnées primitives 
d'un certain point de la surface de la sphère liée invariablement 
avec ce triangle ; et on propose de déterminer quelles seront les 
Coordonnées de ce même point , lorsque les trois moupemens auront, 
été effectués 1 

Désignons par À, B, C, tant les sommets des trois angles du 
triangle , que les mouremens angulaires qui doivent avoir lieu autour 
de chacun d'eux ; supposons que la première rotation ait lieu autour 
de A , la seconde autour de B et la troisième autour de C ; seit T 
le point considéré sur la sphère , et supposons que la première rota- 
lion le transporte en U , la seconde en V , et la troisième en W; 
c'est de ce dernier point qu'il s'agît d'avoir les coordonnées , en (onc- 
tion de celles de A , B , C , T , et des angles A , B , C. 

Pour y parrenir , soient : 

m , n, o , : ; . . les coordonnée^ de A ; 
p } ^ t r , ,, . .\ta coordonnées de B ; 

a p t , u les coordonnées de C ; 

« ) ^ , y , . . . . les coordonnées de T ; 
'> J' >'')••■• les coordonnées de U ; 
jr', y', «',..., les coordminées de V ; 
^">y"t '^" i • • . - les coordonnées deW;. 
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la simple application des formules du probllme pr^c^dent noas fera 
voir que , 

Pour la première rotation autour de A , 
^= •-f-(ny—i o^) A ; 
^=^(o«— my) A ; 
*=*-|-(/72^— «•) A ; 
Four la rotation autour deB , 

x'-=x-\A^z~Ty) B ; 
yii^y^ij-X—pz) B ; 

Pour la rotation autour de C , 

s/'-x'-^itz'—uf) C î 
y"^yi-\-{ux'~-S!/) C ; 

ce qui donne , moyennant deux simples substitutions Successives , et 

en supprimant les quarrës de A , B , C , les formules finales qui 

suivent : 

a^'-m^ip^—o^ AH-C^y-TA) B+(/y-H^) C 
y/=^-H;^^7nr) A-K/-— ;»*) B+(B«-jy) C 
z/'=y-Km?-n.) A+(;»^-î-) B-K^^-/-) C 

et le problème sera résolu. 

(I) A la rigueur , il n'/ a que la première rotation qui a'exëcute réellement âe la 
manière qu'on le suppose ici : attendu que le point B éprouve un déplacement, et 
le point C deux , avant que la rotation ait lieu autour de l'un et de l'autre ; mail 
la peliteste supposée des monvemens anjjulaires permet de ne point faire entrer ce* 
déplacement en considération ^ et , en négLgeant d'/ avoir égard , les calculs le «m- 
pUfient considérablement, sans que les concliuiom auxquelles l'auteur se propose 
de parvenir soient aSectées de b moindre erreur, ainsi qu'il serait aisé de s'en 
convaincre , en comparant son procédé à im autre plus rigoureux. 

Ç Nom ^ iditeuri. ) 
Tom. I. i5 
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12. Four ramener cette solution géDërale au cas ordmaîre , où le 
triangle ABC étant tri-rectangle , les sommeti de ses angles sont sur 
les axes des coordonnées , il faudra considérer que , dans ce dentier 
•as , on a : 

m~i i a=:o ; 0=0 ; 

^=0 ; ^=1 » r=o; 

s—o ; t^o ; u= if 

ce qui donne : 

r'/=y+,iA— B : 
ce «ont les fonnules connues du mourement de rotation compose (1). 

Problème V. 

i3. "Vn triangle sphérique appartenant à vne sphirê qui a son 
centre à l'origine des coordonnées rectangulaires , et son rayon égal 
à l'unité , a éprouvé successivement trois rotations autour des som- 
mets de ses angles. Les mouvemens angulaires sont supposés assez 
petits , pour que les sinus des angles décrits puissent sensiblement 
être pris pour ces angles eux-mêmes , et leurs cosinus pour l'unité. 
On connaît la grandeur des moupemens angulaires çui ont eu lieu , 
et les coordonnées primitives des sommets des trois angles du 
triangle , et on demande de déterminer ce y«e deviennent ces mêmes 
coordonnées , par l'effet des trois rotations ? 

Désignons par A , B , C , tant les sommets dei trois angles du 
triangle, dans sa situation primitive, que les mouvemens angulaires 

(1) Vo^ez la Méchanique aaaUt'que , numéroa S et aulvani. 

( Noit àts éditeurs' ) 
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qm ODt lîea abtoar de chacun d'eux ; supposons que la première 
rotation ait lieu autour de A , la seconde autour de B , et la troisième 
aotour de C ; soient enfin A' , B^, C'' , les positions que prennent les 
points A , B , C , par l'effet des trois rotations , il s'agit de détermi- 
ner les coordonnées des trois points A^ , B' , C^ , en fonction de celle» 
des trois points A , B , C , et des quantités angulaires A , B , C. 

Or, le problème précédent renferme entièrement la solution de 
celui-^î. Il suffit en effet de supposer , dans celui-là , que le point T 
se trouve successiTement en A , B , C , et le point "W , en A',B' , C. 

Ainsi , pour trouver les coordonnées :r * y , 2 , du point A^ , il fau-> 
dra remplacer, dans les formules précédentes , les lettres »,ji,y, 
par m j /tfO -y ce qui donnera : 

jr=mH-((7j — Br)B-f-(c/— na) C ; 
y=^n+(mr — op)B+(mu—os) C; 
z=o -\-(/^ — mç)B-\-{ns — m/) C. 

Pour trouver les coordonnées a ,y ,£ ,du point B' , il faudra rem- 
Jtlacer , dans les mêmes formules , les lettres m , fi, y , par p , ç ^ r ; ce 
qui donnera : 

X ~p-^(nr — oy)A+ (tr-~-uç) C ; 

y—q+(op — mr)A+(up-~sr) C ; 

z=r+{mq — np)A.-^{sq—tp) C. ^ 

Pour trouver , enfin, les coordonnées x, y , z,Am point C^, îl fau- 
dra remplacer , dans ces mêmes formules , les lettres » , fi , y, par s , 
i, u\ ce qui donnera : 

s=^ê-\-(nu~-ot) A-^(çu~ri) B; 
y=t-\- ( os — mu)A-\-(/ts — pu) B ; 
z~u-i-{mi-^7ts) Ar\-(pi — ^i) B : 
et le problème sera résolu. 
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i4- £n vertu de ces trois * rotations > le point A aora décrit l'are 
AA^ ; le point B , l'arc BB' / et le point C , l'arc CC^ Far les sup- 
positions du problème , ces trois arcs pourront Âtre confondus avec 
leurs sinus; et on trouve les quarrés de ces derniers par la simple 
application de la formule donnée (3). En employant les réductions 
déjà enseignées, on aura finalement : 

(AA0'=B'Sin.V-h2BC(Cos.tf— Cosi.Co8.f)+C*Sin.*i ; 

(BB')' = C*Sin.'tf-4-2CA( Cos.^— Cos.i7. Cos j)-i-A'Sin.'f ; 

(CC'')'=A'Sin.*^-J-2AB(Co5^— Cos^.Cosi>+-B"Sin.*a. 

Problème FI. 

iB. Les mêmes choses iiani supposées que dans le prolllme pré- 
cédent , on demande de déterminer , dans Vintérieur du triangle , 
la position du point qui , à la Jin des trois rotations , se retrouvera 
dans sa situation primitive ? 

Désignant , comme dans le problème IV , par • , ^ , j- , les coor- 
données de ce point, au commencement des trois rotations, et pai 
^" t y" \ X." ,\%^ coordonnées du même point; à la fin de ces rota-: 
tioDS, on aura : 

'égalant donc \ zéro les trais différences 

x"^» , y" — fi , z"'~y ; 
on obtiendra les trois équations qui suivent : 

o=(fty_o)8)A+(?v— '■'8)B+(/'> — B/!)C ; 

o=(o«— nï>.)A+(''— ;'y)B+(««— Jy)*^ > 

o=(m^— R-) A-Kp^— f*) B4-C.ri8— '») C. 

Far la nature du problème , chacune de ces trois équations doit 
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èm nne coBsëquence nécessaire des deux antres , ce dont od peut 
«n effet s'assurer racUement. Par leur moyen « on ne pourrait donc 
déterminer que le rapport entre les trois inconnues > , fi , v; mais , 
en y aj.outant la quatrième équation 

le problème devient entièrement déterminé. Si, pour abréger, on fait : 

■W' = A»+B"-|-C'4-aBC Cos^+2C A Cos.i+aAB Cos^c , 
on aura £nalement : 

iiW=BA4vB+'C ; 
yWrsoA+rB+BG : 
et le problème sera résolu. 

16. Si nous désignons par la lettre W le point , dans l'intérieur du 
triangle ABC, dont on Tient de déterminer la position , par rapport 
aux trois axes primitifs, supposés perpendiculaires entre eux; on trou- 
Tera la position de ce même point, par rapport aux sommets des trois 
angles du triangle ABC , moyennant les formules connues (i) , savoir : 

Cos3'W=/>*+jiî+ry ; 

Cos.C"W=j-+/H-tf»' : 

ce qui devient , après la substitution et les réductions : 

WCos.AW=A+B Cos^+C Cos^ 

WCos.B-W=B+C Cos.tf4-A Cos.^ 

WCo3.C\V=C+A Cosi+B Cos.tf. 

17. Si , en employant les formules et réductions déjà enseignées ,' 
on calcule les cosinus de» arcs A''W , B'A'V , CW , on Irouvera 
qu'ils ne diffèrent de ceifx des arcs AW , BW , CW , que dan* 
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les secondes puissances et produits des qoantitës angulaires A , B , C , 
et qu'ainsi les uns peuvent être censés égaux aux autres. On aura 
donc : 

A'W=A'W î hyv=ww ; cw=<yw. 

i8. Otant les quarrés des cosinus de l'unitë , on obtiendra les quarrës 
des sinus. Si l'on emploie les réductions déjà enseignées , on trouvera : 

■W'»n.'AW=B'Sin.'e+aBC ( Coa.a--Coi.ACou )-fC>Sin.4 j 
■W'an.'BW=C»Sin.»a+aCACCoa.*— Co*.<Co».a>+.A»Sin.»c ; 
'W^>Sii.iCWs=A>Sn.*H-^^ C CoM-— Cos.aCoa.( }+B>&).>a. 

19. Les seconds membres de ces équations sont (14) les quarrés 
même des petits arcs AA^ , BB' , CC ' , décrits par les sommets des 
angles du triangle , en vertu des trois rotations successives. Tirant 
donc la racine quarrée de part et d'autre , il viendra : 

WSin.A"W=AA' ; ■WSin.B"W=:BB' ; "WSin.CW=CC'. 

30. Mais, en vertu des formules connues de la trigonométrie sphé- 
rlque , on a ; 

AA'=A.WA'SmAW ; BBteBW&Sin.BW ; CCfeCWOSin.CW (•). 
Multipliant ces équations par les précédentes , il viendra , en sup- 
primant les facteurs communs , et renversant , 

AWA'=W ; BWB'=W ; CWC'='W ; 
de manière que ces trois angles sont égaux entre eux et à I4 qnam 
tité radicale W. 

<"> En wrtu de ta proporlionoalité des sinus de» angles au sinus de» c6ti» opposa , 
on a : Sin.AA'W.Sn.AA'ssStn.AWA'Sin.AW; mais , k raison de U petitesse da 
Fangle AWA' , on peut siçposer SinAA'W=:i » Sin.AA'=AA' et Sin.AWA'= 
AWA' ; ce qui rend cette èjuaiion identi<]ue avec U première des iroi» ci-dessuj; 
ï en «erait de même pour les deux aauea. 

( Note da iditeurt. ) 
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31.11 rësalte ilonc de cette analise , que le triangle spliërique ABC, 
en éproi)vant les trois rotations successives , la preqiière égale à A , 
la secoode égale à B , la troisième égale h C , autour des trois axes 
t{và sont désignés par ces mêmes lettres , se sera effecttrement tourné 
autour d'un point W , situé dans l'intérieur du triangle, dont la po- 
sition sera déterminée (i6) par les trois formules: 

A+B Cos.r4.C Qo9.i 



CosAW=: 
Cos.BAV=: 



w ' 



•t qu'il aura décrit , autour de ce point , un angle égal ^ W, c'est- 
It-dirc , à 

/A*+B*4-C*+aBCCosjï+3CACos>f3ABCosJ* 

as. Réciproquement , s'il fallait décomposer la rotation donnée W, 
en trois autres rotations A , B , C , laites autour de trois axes dont 
la position serait donnée par rapport au point W, il faudrait regarder 
A , B , C , comme les quantités inconnues d'un problème , dont les 
quantités connues seraient : la rotation donnée W ; les arcs a=BC, 
^=:CA , c=àB, qui seraient les côtés du triangle sphérique formé 
par les trois axe» ; et les arcs AW , BW , CW , qui déterminent 
la position du point W ,par rapport à ces mêmes axes. Dans la ré- 
solution de ces trois équations , on rencontrera encore la fonction , 

T*= 1 — Cos.*o — Cos.*J— Cos.*f-|-2Cos.tf. Cos.5. Cos.c. 
Si ensuite on fait , pour abréger : 

CoiA-W=p , Cos.B\r=^ . CosCW=r ; 
on trouTera : 
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A^TjH/ïSin.'o— ^Coa^c—- Cos^a. Cos.i)--r(Cos.J---Co5j:. Cos^fl)}' 

w 
B=— lySio.' J — r(Cos^— Cos.5. Cosu:) — p(Cos.c — Cos.a. Cos.i)} 

C^—{rSia.*c-~p(Cos.b — Cos.c. Cos.a) — ç(Cos.a—Cos^. Cosx)} 

le problème sera donc résolu ; et l'on voit qu'il sera possible dans 
tous les cas. 

Strasbourg , le iz d'août 1810. 



TRIGONOMETRIE. 

Méthode Jacile et élémentaire pour parvenir au dé- 
veloppement des /"onctions circulaires en produits 
indéfinis* 

Par M. Gergohme. 



JIl est bien peu de questions mathématiques qui soient Susceptibles 
d'une résolution exacte ; et , pour la plupart d'entre elles , on n'a 
d'autre parti à prendre que de recourir à des approximations. L'analiss 
oiTre pour cela divers moyens dont les principaux et les plus par- 
faits sont : I." les séries dont les termes , alternatÎTement positifs et 
négatifs , convergent de telle manière que chacun d'eux est , à lui seul , 
plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent ; a." les fractions 
continues dont les fractions Intégrantes , toutes positives , sont moindres 

que 
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'que l'anildiS.*' enfin les produits indéfinis dont le» facteurs , alter- 
nativement plus grands et plus petits que l'unité, tendent sans cesse 
Tërs cette limite commune. 

S'il est impossible de traiter de ces divers instnimens d'approxi- 
mation , dans les ouvrages consacrés à l'enseignement élémenlaïrc ; 
avec toute l'étendue que peuvent comporter leur nature et leur impor- 
tance , il semble du moins convenable et utile de donner , dans ces 
sortes d'ouvrages , quelques notions sur chacun d'eux et sur le parti 
qu'on peut en obtenir. 

C'est ce qu'on fait généralement aujourd'hui , ^ l'égard des séries 
et .des fractions continues; mais, jusqu'Ici, les produits indéfinis , si 
remarquables par leur forme , et si commodes par la manière dont 
îls se prêtent au calcul logarithmique , n'ont pas encore obtenu 
place dans les élémens ; et ce qui les eoncemc a été réservé , en totalité , 
pour les traités de haute analise; ce qui tient sans doute ï ce qu'yi 
n'a pu parvenir , par des moyens & la fois élémentaires et rigoureux, 
^ aucune fonction de celte forme. Je vais essayer de remplir , eu 
partie , cette sorte de lacune , en déduisant de considérations fort 
Simples , les expressions connues des sinus et des coÀnus , en pro- 
duits Indéfinis. 

On sait que , s étant nn arc quelconque , on a : 



Sin.Af— — — 



Cos.a:= I — ■ — -+- 



a'3.4 S 



l-3<3.4 



a-3-4-5-6-7 



'CO 



Pour découvrir quels doivent être les facteurs binômes des second» 
membres de ces équations, il faut remarquer , i."* que, si une quan- 
tité A mise à la place de x , dan» l'un ou l'autre de ces seconda 



<i) Voyez U Théorie Jes fonciiom onaliti^uts. 
■Voye» aura la Géométrie de M. Legendn. 
Tom. I. 
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inemtres , le rdduît ^ tàto , ce second membre sera dirisible pat 
A—x ou , pour mieux dire, par i— ^; 2.*> «joe réciproquement »u- 
cun binôme de la formé i— - ne pourra être facteur de l'un ou l'au- 
tre de ces seconds membres , à moins que la valeur jr=:A ne rende 
ce second membre égal à séro. Ainsi , la recherche des facteurs bi- 
nômes des seconds membres de ces équations se réduit fa celle des 
valeurs de s qui peuvent les faire devenir nuls. 

Mais 1 au lieu de chercher quelles sont les valeurs de s qui peu- 
vent réduire ces seconds membres fa zéro , il revient au mime , et 
il est beaucoup plus facile, de chercher quelles sont celles de ces 
valeurs qui peuvent rendre nuls Sia^ et Cosjr : or , pour que ces 
fonctions deviennent nulles , U est nécessaire et suffisant qu'on ait 

aA— I 
pour la première jr=^Aw, et pour la seconde *=:+— ^»,oui 

X _ - a* 

■ +-=.. .+ ^-5^:^=0: 

m itaat U demi-circonférence dont le rayon est i , et A un nombre 
entier positif quelconque (i). On peut dont alfirmer que les facteurs 
binômes de la série : 

j I -a.3 "^ I ■3-3.4.5 i-a.a.4-5-6-7 ' 

«ont tous ceux de la forme 1+7- <î"'»l «s* possible de former , en don- 
nant successivemeot fa k toutes les valeurs entières et positives ima- 
{[inables ; et que les facteurs binômes de la série : 



I.3-3 4 i-s-3-4'5-6 



' (i) On pourrait prendre aiiMi bien pour U seconde formule 1^' .^ '.roàît 

on ne doit pu prendre l'un« et l'autre , d'autant que U dernière , en y changeant k 
■n& — I , rentre dans U première. 
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%ont tous c«ax que l'on peut former, en donnant les mêmes valeur» 

i k. dans la formule ilL—, ' 

Mais ces binoines n' entreront-ils qu'i la première puissance , soit 
dans l'une , soit dans l'autre Sj5rie , ou bien tous ou quel^es-uns 
d'entre eux ne s'y trouveront-ils pas affectés d'exposans difftirens de 
l'unité posilire ? C'est ce qu'il s'agit préjenlement d'examiner. 

Je remarque d'abord qu'aucun de ces binômes ne peut , dans la 
aërie dont il est facteur , se trouver affecté d'un exposant négatif; 
puîsqu'alors l'égalité de ce facteur à zéro , au lieu de rendre Stn^ 
ou Cos.j; nul , ainsi que cela doit 'être , le rendrait au contraire iR<- 
fioi. On ne peut admettre non plus que cet exposant soit une fractlop 
positive ; car , à cause de la multiplicité des racines qu'une même quan- 
tité peut admettre, dans chaque degré, il arriverait, contrairement i 
la doctrine des fonctions circulaires , qu'à un même arc répondraient 
plusieurs sinus ou cosinus ; ou encore que la série , qui n'a qu'une 
valeur unique pour chaque valeur de x ^ en aurait pluûeurs , lors~ 
qu'elle serait mise sous forme de produit de facteurs. 

Je dis, enfin , qu'aucun des facteurs binômes de l'une ou de l'autre 
série ne peut être afféclé d'un exposant entier et positif, différent de 
l'unité. On peut remarquer, en effet , que chacune de ces séries est , 
au signe près, la fonction dérivée de l'autre; si donc un des facteurs 
1>kiomes de l'une d'elles s'y trouvait élevé à une puissance entière 
et positive p , plus grande que l'unité , on en conclurait , par la théorie 
connue des racines égales , que ce même facteur devrait aussi se trouver 
dans l'autre , et s'y trouver à la puissance p — i ; d'où résulterait d'abord 
cette conséquence absurde qu'une même valeur de x rend nuls k ta 
fois Sin.jr et Cos.^, ou , en d'autres termes, qu'il existe un arc dont 
le sinus et le cosinus sont tous deux nuls : assertion détruite par 
l'équation fondamentale Sin,j;*H-Cos.it*= t. On peut d'ailleurs re-i- 
marquer que , de ce que le facteur dont il s'agit entrerait i la puis- 
sance^ — I dans l'autre série, on pourrait condure qu'il ne doit entrer 
qu'à la puissance p — A dans la première ; c'est-à-dire , dans celle o& 
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on l'a supposa i la puissance p ; ce qui fait aperceToir encore, d'une 

autre manière , l'absurdité de l'hypothèse. 

Nous voiU donc assurés que non-seulement nos facteurs doivent 
entrer dans les deux séries, mais qae , de plus, chacun d'eux, ne doit 
s'y trouver qu'à la première puissance seulement. Je remarque ac- 
tuellement que l'on peut faire le produit de ceux qui népondent 
à une même valeur de ^; on obtient ainsi les facteurs du second 
degré : 

^ «^ 4*- 

k'»" ' cafc— »>*»* ' 

donnant donc à k toutes les valeurs entières et positives , h partir 
de Tunité , et ayant égard au l'acteur x qui aifecte ta valeur de Sin.«, 
il viendra : 

-'=<-ëX-.T.)(-^ )(-£.) 

, dans pes deux formules ; x= — ; elles devien- 



Soit 


fait d'abord 


dront i 




Sln." 

an 





' 4nVV l6n»Jv 3&i»y\ 64"V '" * 

'ân*~ V n'J\ 9n» J\ T aSn*J\ 49"»/'" ' 

en y faisant , au contraire , *= et remarquant^ i." qu« 

Sin. — ^ t= !>in.( f * I = Cos. ■ — ; 

an \2 an/ ,an 

2.* que 

(B— m)»- /i mw\ mm- 

Cos. = Cos. ( -»— — ] =5in.— : 

an \3 an/ an 

il Tiendra , en transposant les formules : 
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INDEFINIS; 

(n— 7«)' ) l 



25b» 






Co3. — w = 



(n— ^7i)»\ 



décomposant , dans les deux premières formules , les facteurs du se- 
cond degré eo facteurs du premier , et réduisant de plus , dans cha- 
que facteur , l'entier et la fraction en une seu[e fraction , il Tiendra 
— w ait'^-m 4"— -171 ^•^-m 6m— n 6n-|-ffi 
an an. ^ i^ 6n 6n 

n-^n R-f-m 3n — m 3n-4-m 5« — m 5«-p» jn — « 7i>+fR 



Sin. — «■ = - 



Cos.— »■ = 1 ^ c c 

21) n n dn on on 3n 7» 7n 

voilà donc deux expressions , l'une des sinns et l'autre de« cosinus 
en produits indéËnis , dont les facteurs , tendant sans cesse vers l'unité 
sont alternativement plus grands et plus petits que cette limite com- 
mune. ) 

En faisant sabir les mêmes transformations aux deux autres ex- 
pressions , elles deviendront : 

an^-m ari'^-m ^n—m 4"-^^'^ Sn—m Gn^^-m 
' n ' 3a ' 3fl * 5n ' 5p yl» ' ' *;' 

n— m n+m Sn—m Zn+m 5b — m 5n-+m 

aB an 4" 4™ 6n ' ' * ' ' ' 

dinsant alors l'une par l'autre les deux expressions soit de Sin.— « 

■oit de Cos. — » , il viendra éealeroent : 

an o 

as4.46688ioio 

expression du nombre w donnée pour la première fois par 'Wallis (i). 

(i) Voyet l'jirithmetica injinitorum , dsiu le premier volume de ses œurrea. 



Sin.— 

3)1 

Cos. — w =— • 
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Je ne pousserai pas plus loin ici les nombreuses confluences qui 
peuvent être déduites des formules auxquelles je viens de parvenît' ; 
on les trouvera développties . avec beaucoup d'étendue , dans les cha- 
pitres IX , X et XI du premier volume de Vlatroduction à l'anaiise 
infinitésimale d'Ëuler : ouvrage dont on ne saurait trop recommander 
la lecture & ceux gui veulent connaître toutes les richesses et toute 
la fécondité de l'aiialise. 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solution ^a problème I de Içt page ij de ce volume , 
pris dans son' énonce' le plus général (i). 

Par M. D. Encontre , professeur , doyen de le iacultë de* 
sciences de l'académie de Montpellier. 



liilfOlfCÈ. Grcenscrire \ un cercle donné un polygone de m edtéi; 
de manière que les sommets des angles du polygone soient situés 
sur m droites indéBnies , données de position par rapport à ce cercle ? 
Solution. Par une propriété du cercle qui lui est commune avec 
toutes les courbes du second degré (2) ; lorsqu'un angle circonscrit 
i un cercle est assujetti à avoir son sommet sur une droite donnée* 

(i) On trouvera ci-après , pag. 1^7) une conslruction trè*-UB>pte de ce prablème^ 
pour le eu parUculier du triante. 

(1) La démonstration gënërale et analitî^ue tant de cette propriété des courbe* 
Ju second degré , que de la propriété analogue des (urfacea de ce dc^, sera U 
sujet d'un article dans ces snoalea. 
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Kt corde qui joint les points de contact de ses cdtés arec le cercle , 
se trouve par là même assujettie à passer par un certain point qui 
«st aussi donnt! (i). 

Puis donc que les soramets des angles du polygone demande doivenE 
(tre situés sur m droites données , il en résulte que , si l'on forme 
UD polygone Inscrit d'un pareil nombre de côtés, qui ait les sommets 
de ses angles aux points où le premier touche le cercle donné , les 
côtés de ce dernier prolongés , s'il le faut , passeront par m points 
donnés. Il est de plus évident que , le polygone inscrit étant construit , 
il sufEra , pour former l'autre , de mener , par les sommets des angles ' 
is celu'i-ci , des tangentes au cercle auquel, il est inscrit. 

I<e problème par lequel on propose de circonscrire \ un cercle 
doqné un polygone de m côtés , qui ait les .sommets de ses angles 
«ur m droites indëBnies , données de position par rapport Ji ce cercle , 
revient donc à celui oii l'on proposerait d'inscrire au cercle donné 
un polygone de m côtés, dont les côtés , prolongés ou non prolongés * 
passassent par m points donnés (2). 

(1) Ce point peut 4tr« facilement dëlemûné de pltuieun manières difTërentei. 
jSoil en e&t C le centre du cercle donne, et D la droite donnée. 

Ob pourra d'abord abaîuer de C sur D, une perpendiculaire, et aï A ett so>i 
pied , et B le point où elle coupe le cercle donné, en preranL aur elle un pointP 
tel ^ue CP toit troisième proportionnelle k CA et CB ; le point P sera le point cherché. 

Autrement, i." Si la droite D ne rencontre pas le cercle donné, en désignant 
toujours par A le pied de la peTpendicidaire abaissée de C sur O; si, par ce 
point A , on mène deux tangentes au Cercle , et qu'on )oigne par une corde lea 
pointe de conuct de ces tangentes avec le cercle ; l'intersection P de ceUc cords 
avec la perpendiculaire sera le point cherche. 

3.* Si la droite D coupe le cercle , il suivra de mener des tangentes h ce cercl^ 
par les deux points oA elle le coLtpera , el l'intersection P de ces tangentes sera 
le 'point cherché. 

' n est aisé de voir , d'âpre* ce* conslruction* , ce qu'il y aurait )> faire si , av 
«ODtiaîre , U point P étant donikë , il était question de déterminer la droite D k la- 
quelle ri répond. 

(2) Il est nsibta, par ca qu'on a dit pin* hant, qoe réciproquament ce dcmior 
problème peut (tre rameod au premier. 
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Or , cciderQÎer proMime a été traité j avec beaucoup de soin et de 
diilalls , par un grand nombre d'Illustres géomètres (i). 

Le pioblème proposé est donc résolu , puisque sa résolution est 
xameaëe à celle d'un autre problème que depuis long-temps on sait 
résoudre. 

Et , d'autant que ce dernier n'admet que deux solutions au plui; 
il est certain que le premier n'en saurait admettre un plus grand 
nombre. 



Solution du problème 11 de la page 17 de ce volume; 

Far Jlil. J. JouvÎA , ancien ëlëre de l'école impériale 
polytechnique. 

Enoncé. B^fermlner l'équation la plus générale des courbes pUne» 
qui jouissent de cette propriété , savoir : que toutes celles de leura 
cordes dont la direction passe par un certain point de leur plan sont 
d'une longueur donnée et constante ? 1 ' ; 

Construction. Soit P le point donné , et 2r la longueur consente 
de toutes les cordes dont la direction passe par ce point. Soit tracé 
\ volonté une courbe continue ou discontinue que nous désignerons 
par A ; soit mené par le point P une suite de droites D coupant 
A en une suite de points C ; enfin , de chacun de ces point» C 
comme centre , et avec le rayon constant r , soit décrit une suite de 
cercles; chacun de ces cercles coupera celle des droites D sur la- 
quelle son centre C se trouvera situé , en deux points M et N ; alors 
tous les points M et tous les points N se trouveront sur deux branches 
d'une courbe unique qui satisfera , dans toute son étendue , aux coo- 

(i) Vojez sur-tout, pour ce qui concerne l'histoire de ce probtime, Iè Giûwtilrie 
dt position, p» M. Camot ; Pari» i8o3, page 3^; ei le» ÈUmens d'AaaIise 
géométrique et d'Analhc algébrique, pu M. â. Umilier; Genève 1S09, p%e 27^ 

ditiona 
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allions du problème ; et cette courbe sera continue ou discontinue, 
suivant la nature de la courbe arbitraire ^. 

AnaJise. Soit rapporte la courbe arbitraire A à deux axes rectangu- 
laires passant par P , et supposons qu'alors son équation soil : 

j=/W ; 

Vëquation g^nërale des droites D sera : 

• étant une indtilermînt^o. 

On obtiendra ensuite les équations de tous les points C , en com- 
binant entre. elles les deux équations 

ffoù on conclura d'abord :jy(dr) = «j. Si l'on suppose que cette équa- 
tion , résolue par rapport à se , donne jr=f(i») , les points C auront 
-pour leurs équations: 

*= K-) ;>■=-*(-)• 

Les cercTes qui auront ces points pour centres et r pour rayon 
auront donc pQUr équation générale : 

t*-K-)]'+[r — <•)]■='■■! 

en sorte que la cprobinaison de cette équation arec l'équation y = «x 
de D fera connaître les points M et N qui répondent à chaque va- 
leur particulière de l'indéterminée «. 

Éliminant donc celte indéterminée entre ces deux équations , l'équa- 
tion résultante en ;7 et y sera celle du lieu géométrique de tous le* 
points M et N ; felle sera donc l'équation de la courbe cherchée. 
L'équation la plus générale des courbes qui satisfont aux conditions 
du problème proposé est donc : 

Tom, 1. 17 
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dans laquelle ^ désigne une fonction almiIuDieot arbitraire. 

Remarque. Nous avons supposé qu'on s'était donné la fonction f, 
et nous avons vu que , dans ce cas , la fonction f n'était autre chose 
que la fonction de « qu'on obtenait pour valeur de a, en résolvant 
l'équation : 

Si, au coittralre, c'était la fonction .9 qui fût donnée , et qu'on voulût 
en déduire la fonction / , cette dernière fonction ne serait autre chose 
que la fonction de s qu'on obtiendrait, en éliminant • entre les deux 
équations : 

■»=»(-) .' r=-fW t 

et en résolvant ensuite réqu^tton résultante par rapport & y. 

Nous ne nous arrêterons pas 9ux applications qu'on pejjt faire 
des résultats auxquels nous sommes parvenus , aUendu que ces ap- 
plications ne peuvent présenter de dilBcultés. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométrie. 



Enoncé. Circonscrire ï un cercle donn^ , un triangle qui ait les 
sommets de ses angles situés sur trois droites Indéfinies, données de 
position par rapport à ce cercle ? 

Remaraue. Il est aisé de voir qne toute la dlifîcultë du problème 
consiste & trouver le point de contact dp cercle donné, avec un seul 
des côtés du triangle cherché ; ce qu'on fera compae il suit : 
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Conslrmiipn. Soit" a, b , c , les trois côtés du triangle formé par 
les droites données; soît A, B, C , les sommets des angles opposée* 
Soit détermine deux p(wts «. et ji ^ui soient situés , per rapport aux 
droites a et ^ , comme il est iiit à la note de la page 123 ; soit 
eosuite m.epé , par ^ et « use drotte coupant « en m , et par B 
et iS uae autre droite .«ïoupaut Â en n ; et selt enfîa m^ié par m et 
n une droite coupant , en / et ^'' , le cercle donné ; si , par l'un 
ou l'autre de ces deux points , on mène au cercle une tangente 
terminée à a et 3 , cette tangente sera l'un des côtés du triangle 
cherché (i). 

On propose de démontrer cette constracUon f 

n. 

Un tétraèdre peut être coupé par «n plan , qui ne* {jasse par lès 
fonmwts -d'auou» de «* «ngles , de- deux manières différentes. 

i." ITrois des sommets peuvent étce sjluéc d'un miJM câté ^u-plan 
coupant , et un seul de l'autre ; ce plan coupe ainsi les tr^sar£tes 
d'un même angle trièdre , la section est triangulaire , et le tétraèdre 
se trouve divisé en deux nouveaux corps , dont l'un est encore un té- 
traèdre , tandis que l'autre est an tronc de tétraèdre , à bases parallèles 
ou non parallèles. 

2." Deux des sommets peuvent être situés d'un côté du plan cou- 
pant , et deux de l'autre ; ce plan coupe alors deux couples d'arêtes 
opposées , la section est quadrangulaire , et le tétraèdre se trouve di- 
visé en deux nouveaux corps qui sont l'un et l'autre des troncs de 
tétraèdres. 

Si , dans l'un ou dans l'autre cas , on demande que le. plan cou- 

(ij U réiulte de L'analîie du problème général, page laa, que ta mente coiutruc- 
tlon peut éire appliquée à la résolution directe de cet autre problème : Inscrire à 
tin cercle donné un triangle dont les câtis , ou leurs prolongemens , passent par 
des points donnés ; problème que M. JJnalier ne ' résout , à l'endroit déjji cité , 
gu'en le ramenant i un autre qui n'e«t pu lui-même «ans difficulté^ 
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pant paftage le tétraèdre en deux parties équivalentes, le problème 
sera évidemment indéterminé. 

Mais» on en lèvera absolument J'îndëtermînation , si l'on exige de 
plus que l'aire de la section soit un minimum. 

Le problème, ainsi envisagé, n'ayant encore été résolu, jusqu'ici, 
que pour le seul cas de la section triangulaire (r) , on propose de 
le résoudre pour celui où cette section doit être quadrilatère f 

m. 

Deux points étant donnés , on propose dé déterminer l'équatîoa 
la plus générale des courbes planes qui , passant par ces deux points , 
sont telles que l'espace mixtiligne compris entre l'arc qui se termine 
k cfs deux points et sa corde, soit équivalent à une surface donnée ? 

<i) Voyex U CorretponJance tur FÉcoh polytechnique, tome t , n."^ 9 , pagei 
346-353, 
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TRlGONOMÉTniE ANALITIQUE. Hg, 



TRIGONOMÉTRIE. 

Anaîise complète dun proUème de trigonométrie 
rectiligne. 

Solution d'une difficulté gui a été propo.séè sur la théorie^ 
des triangles semblables ; ^ 

Par M. SuHEMAiH-DE-MissERT , cx-devant officier d'artillerie , 
membre de plusieurs sociétés savantes. 



\. V-'N démoDtre aWment que Jeutr irîa/igles qui ont deux c^tès 
respectivement proportionnels , et F angle opposé à tun de ces côtés, 
égal, de part et Vautre, sont semblables »■ si, l'angle apposé à t^uire 
côté est de mime espèce dans ^chacun. 

Car , soieRt a , ^ , c , les côhîs d'un ti'îangle, et A , B , C , les angle» 
opposés; a' , b' , ^ » les côtés d'un aut^e triangle, et A', B', C, les 
angles opposëçi et supposons qu'on ait , à la fois ,a:b::a': h' ^ A= A' 
et B de ménle espèce que B'. Ces deux triangles donnent respectiveinent : 

a : b :: Sin.A i Sio^ y 

c/:^'::,Sin.A':Sin.B'j 

donc, puisque a:a^ ::b:b^t en aura: 

; ■ SiD.A:Sin.B::Sin.A':Sin.B'; ' ■ ''- 

•t puisqu'on a A=tA', d'où Sino4,=SinA', on pourra en conclure: 

Siii3=Sin^i ' -' 

• et de li : 

Tom 2. • ' i8 
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3=8^ ou B=:i8o»— B'î . 

mais , 34 B et B' sont de même espèce , sans être égiux , on ne peut 
avoir B=i8o'' — B^; on a dooe exclusivement B^B* et, par consé- 
quent» les triangles proposés sont semblables comme ëquiangles. 
Cette proposition donne naturellement lieu au problème suivant : 
2. Connaissant les angles A , £ , C , et les côtés a , b, c , d'un 
triangle, déterminer les angles A' , B' , C> ^ et les côtés a' ^ h' , c' , 

■« ' . , .•',', ..,,.,«'■*'■' 

fflm autre triangle qui soit tel quon ait : A'— A et - =- =m , ni 

étant un nombre donné? 

Ce problème présentant quelques circonstances remarquables qui 
n'ont jaroaU été discutées , nous allons le résoudre avec tout le détail 
que ^ nature comporte. 

On connaît a'=-ma , B'^mb^At^cA^ et l'on demande r', B', C^; 
or , si l'on connaissait c' yon trouverait aussitôt B^ et C j tout se réduit 
donc à déterminer c^ en fonction des données, ce qu'on fera aînd 
qu'il suit: 

I^es deux triangles d(um«nl respecBvement : 

«'=3 ■+<:*— aie Cos.A , 

««=^"+<^— 2iVCos.A'î 
d'où on turc, en se rappelant que-^= —et que A'=A, 

-Cos.A, 



c» a' 
_=__ , +-ÇOS.A. 



Retranchant ces deux , éqiKilrons l'une de l'autre, il vient: 
iquation qui revient i - 
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égalant donc ^nccessiTeinent chacun de ces facteurs It zéro , on a'. 

_ = - el _=--+.Co..A=-j^C); 

d'où on tire : 



telles sont tes deux racines qùî doÏTent résoudre la question proposée. 

3. La première est toujours positives \ 

Jji seconde peut être positive , négative ou nulle , suivant que è est 
>ii, <tf ou =a; ou, ce qui revient au même, suivant que B 
4st > A , < A ou = A. 

Sur quoi nous remarquons que , si A est aigu , B peut éire > A , 
< A ou = A; mais que, si A est droit ou obtus, B doit être né- 
.céssairement < A) donc, -si A est aigu, i peut être > a', < /? ou 
^ ; tandis que , si A est droit ou obtus , k doit être nécessairement 
-< a. On raisonnerait de même pour B. 

Supposons successivement 3>a,3<a,^ = ff. 

i.** Si 3 est > 0, c» a B > A,; donc B peut-être alga^ (àitiu 
ou droit, et A est nécessairement aigu. 

Daos la figure i , on a 3 > <r et B obtuï. 

Dans la figure 2 , on a 3 ^ a et B aigu. 

Dans la figure 3 , on_ a 3 > a et B droit. 

3." Si J est < a , on a B < A ; donc A peut être aigu , oLtu^ 
On droit , et B est nécessairement aigu. 

Dans la figure 4» on a ^ < « et A obtus. ' 

Dans la figure 5, (« a ^ < a et A aigu. 

Dans la figure 6, on a 3 < a et A droit. 

3. Si i = a , on a aussi B = A ; donc B ou son égal A est né- 
cessairement aigu. ^ 

Dans la figure 7 , on a i = «7 et B ou A aigu. 

(*) A ctuae de aCo8.A=— ■ . 

, ic -■ . ■ • 

f Nott- àes Éditeurs. ) 
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Quai^t \ l'angte C, il peut élre aigu, obtus ou droit, soU qu^am 
ait ^ > â , ^ < a ou è =a; mais cela ne. nous intéressç point , comme 
on le tentira , efl construisant .les'valeurs de c^ ^ ce que nous ferons 
ci-après. Seulement , si cet angle est droit ou obtus , le$ deux autret 
A et B se trouveront par là nécessités à être aigus. 

, , ft* J' h*— a* 

Revenons présentement a nos racine^ » ^~T cetc^=~ * — — . 

b' . . . 

4- La valeur f'=—r, toujours positive, répond i un triangle «'iV, 

^mblable à aBcy et qui remplit les conditions du problème. Je dis 

fiemblahle \ ahc ; car o 

entraîne la similitude. 

5. Cette valeur c'^^ — c est facile \ construire ; si , en effet , ( fiç, 

1 , 2, 3, 4 > 5, 6, 7 ), sur la direction de la droite CA=J, et à 
partir da point C, on porte une longueur CA/=^mb=:h' ', que, sur 
la direction de la droite CB=:ff , et jk partir du même point, on portQ 
une longueur CW^=ma=^a' ; en menant A'B', cette dernière droite 

aura pour expression r c et, par conséquent , A'B'C sera le triangle 

cherché» semblable au triangle ABC. 

V >»— o» . . . , r 1 1 

6. La valeur c'=~ • ' , positive si p est > «, répond à' un 

triangle a'h'c^ , en général dissemblable à ahc^ inaîs qui remplît, 
comme le premier, les conditions du- problème. Je dis» en général 
dissemblable & abc\ car ce dernier "^ triangle donne ^» = fl» + c' — 

3a^O>s.B, d'où- ■=(; — 2<ïCos.B; ainsi, suivant que B sera aigu , 

•btusou droit (fig. i , 3, 3), —^ sera respectivement < ^, > # 

i' . i>— a' . V II ¥ 

ou=£et, par conséquent, £'=— . 5cra<— c, > t"^ ou:=— ■ c\ 

•r , dans les deux pnc;miers cas , le triangle ^'b*^ ne <era pas sem- 
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fclable su triangle aie , et , dans le troisième cas , il lui 5ert semblable ; 
donc , ce dernier cas n'étant que la limite commune des deux autres , 

U est vrai de dire que. le triangle fi'Mc' ^ dans lequel c^'^-r • — — ^ 

fst en général dissemblable k ahc* 

7. Cette râleur f'=— . , h étant toujours suppose > «-^ 

est facile & construire ; si , en effet ( £g. t et 2 ) , on abaisse du 
point C une perpendiculaire GO sur la côté Cy prolongé s'il est né- 
ycessaire ; que l'on porte ensuite le segment OB en sens contraire ; et 
qu'enBn , par le nouveau point B, on mène une nouvelle droite CB=<3 ; 
on aura une nouvelle droite ÂB , qui sera la diiTérence ( Gg. 2 ) ou 
la somme (fig. 1 ) des segmens » suivant que la perpendiculaire tombera 
en dedans ou en dehors du triangle donné ahc. On aura donc, eu 

nommant c" cette nouvelle droite AB, c"=i = , e(j 

e c 

partant c'^—c". Or »i, sur la direction de la droite CA=B,| 
partir du point C, on prend une longueur CA'=mh=è'; que, sur 
ladirection de la nouvelle droite CB=a, et à partir du même point, 
on porte une Icmgucur CW—ma=a^; qu'enfin on mène A'B'^ on' 
aura cette dernière droite =-—(/'=:—-, — — et, par conséquent) 
A'B^C sera le triangle cherché , dissemblable à ABC 

8* La valeur £/= — . -— , négative si ^ est < a , répond ï ufc 
■triangle o'b'c' qui remplit , non les conditions même du problème , 
mais d'autres conditions un peu différentes , et telles que A', au lieu 
d'être = A , serait = 1 80°— A. £n effet , dans cette nouvelle hypo- 
thèse, U faudra prendre, non plus Coâ,A'=Cos,A, mais Cos.A'= 

— Cos.Aj et par conséquent, non plu»— s-^ — 1+— Cos.A, 
'"^''* jî* ~ ï» — * — y ^^'A : «e qui revient ^ changer simplement 
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le sîgiie âe £*; ex&utant donc ce changement, dan» les racines âëj& 
obtenues , elle» deviendront , pour le problème dont il s'agit ici : 
j/ i* a* — J» 

"""" 6 ~ b ' c * 

c'est-à-dire qu'elles ne diflféreront que par le signe , de celles qui ré- . 
pondent au premier pioblème. 

g. La râleur €'=■ -r- . , lelatÎTfi au premier problème , o4 

l'on a fait A''=A, négative si i est < a, doit donc , étant prise 
avec un signe contraire , résoudre le second problème , où l'on a fait 
A'=i8o° — A. ^Cette valeur répond à un triangle a'yc* , en général 
dissemblable à ahc, et qui remplit les conditions du premier problème, 
excepte que A'' est = 1 80" — A , au lieu d'être =: A. Je dis en générât 
dissemblable k abc-) car ce dernier triangle donne a* = b*-\-^ — 

iicCoa.A, d'où =c — ai Cos. A î ainsi, suivant que A sera 

aigu, obtns ou droit (fig, 4» 5, 6), ■ sera <c, >c ou ~c, 

bf a*—b' ¥ y 
et par conséquent i/ = — ■—. sera < — — c, > 7~^oB 

= — - c; or, dans les deux premiers cas, te triangle a'iV n'est 

pas semblable au triangle abc , et , dans le troisième , qui n'est autre 
chose que la limite commune de ces deux-là , il lui est semblable ; 
donc il est vrai de dire qu'en général il lui est dissemblable. 
*/ Al — o» 

10. Cette valeur tf' = -— . , b étant < ^, est licite i cons- 

c 

bruire ; sï , en effet , on opère (fig. 4 et 5 ) , comme il a été dit 

{ fig. I et 2 ) , on aura une nouvelle droite AB , et en faisait, cette 

droite =: — c^^^ parce qu'elle tombe à l'opposé de ^r, on aura — r"— 

ia+bXa—b) fl'— A» , ^ „ 

— " ■■ " ■■ ' = ■'■■ " ■ — , et partant c'=: — c'';or,si loncontmue,comnïç 

dans les figures 1 et 2, on aura semblablement une droite A^> cor- 
respondante à la nouvelle droite AB , et dont l'expression sera 
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= — ^=T- • i ^'°^ il 5"'t 1"e A-iyC sera le triangle chferdië, 

(lisseinblable & ABC 

II. La Taleur ^= — . -, nulle si i=a, ne répond À aacua 

triangle a^&^c' , dissemblable à aÔc , ou , si l'on veut > répond à un 
triangle dissemblable évanouissant : cela est évident ( fîg. 7. ) 

1 2.- Résumons ; - 

Pour le problème où, connaissant les côtés.0, i, c, et les angles. 
A , B, C , d'un triangle , il s'agit de déterminer les côtés a', è\ ç', et les 
■anglesA', W^C/f d'un autre triangle, qui soit tel qu'on ait: A' = A et 

— = — = ro, m étant un nombre' donné; voici, relativement ii la 
a b 

détermination à& c\ les seules valeurs qui satisfassent à la question ,. 

telle qu'elle a été proposée : 

1.^ Si £ est > a et B obtus ( fig. 1 ) , on a , 



s.* Si 3 est >a et B aigu (6g. »), on a encore^ 

h' .h* h*— a' 
e'= — c ou */ = — , , 

3.* Si } est > fl et B droit ( fig, 3 ) , on a , 

c' =■•— c ou c'= — c* 
b 

4>° SI ^ est < et A obtui ( Bg. 4 ) > on a seulement , 

-^• : 

i)," Si ^ est < # et A aigu (fig. 5), on a encore. 
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6. Si ^ est < <> et À droit ( %. 6 ) , on a , 



C=—^c. 



' -7.** Si , enfin, ^=13 ( 6g. 7 ) , on a seulement. 



Et, pcFUT le problème analogue où, connaissant les cdtës a^ h, e^ 
et les angles A , B , C , d'un triangle , il s'agit de déterminer les 
côtés <!'' , ^' , ^' , et les angles A',B',.0', d'un autre triangle qui 

a' V 
soit tel qu'on ait: A''=i8o'' — A et — = —= m, m étant un nombre 
^ * ah 

donné; voici , relativement i ta détermination de r' , les seules valeur^ 
qui satisfassent à la question , telle qu'elle a été proposée : 
j,<* $i ^ est <a et A obtus ( fig. 4)* on a seulement^ 



fi.* Si ^ est < a et A aigu ( fig. 5 ) , on a encore « 



3." Si ^ est < a et A droit ( fig. 6 ) , on a , 

t' ~ —c ou C'=— — C\ 

M , dans chacun des quatre autres cas ( Bg. 1,2» 3 > 7 ), on n'a 
aucune valeur de <^ qui satisfasse à la question. 

i3. On Toit que les deux problèmes ont les mêmes racines, 

</ = — ^ et ^■'= — — e, lorsque A est droit, et partant h <^a\ parco 

qu'alors on a^ tout à la fois, K'^^-K et A'ruSo"— A. 

V J> — a» 
On Toit encore que la racine £/ = — , , du premier problème , 

racil» 
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racine négative lorsque ^ est <a, ne satisfait point aux conditions 
plaises àe ce problème , excepté cependant dans le cas où l'angle A 

b' • 
est droit; puîsqu'alors elle devient c'= r r, valeur qui satisfait au 

- problème ( fig. 6 ). 

On voit, enfin, que la racine t'= — . , da second problème, 

racine négative si ^ est > tf, ne satisfait point aux conditions précises 
de ce problème, même dans le cas où l'angle B est droit; pulsqu'alors 

elle devient i/= c, valeur qui ne satisfait point à ce problème 

(fig.3). 

14. D'Alembert et les autres géomètres qui l'ont suivi , enseignent 
que , lorsqu'une équation a deux racines , l'une positive et l'autre né- ' 
gatlve, la première résout la question dans le sens le plus direct et 
le plus immédiat que son énoncé puisse présenter, tandis que la se- 
conde ne la résout qu'en modifiaut cet énoncé , de manière à rendre 
additif ce qui était soustractif, et fïce versa. Cependant , l'on voit 
ici deux racines , l'une positive et l'autre négative qui , l'une ^ 
l'autre , résolvent deux questions dans le sens le plus direct et le 
plus immédiat que leur énoncé présente , savoir : les racines 

c':='T- c et c' = -~--r-c, 

b b ' 

qui toutes deux résolvent également le premier et le second problème 
lorsqu'on suppose ^<« et A dreit, et le» résolvent sans qu'il soit né^ 
cessaire de rien changer it leur énoncé. On voit donc que le principe 
posé par d'Alembert souffre des exceptions , et qu'ainsi la théorie des 
quantités négatives, relativement aux racines des équations, n'est pas 
encore suHîsamment établie , comme l'avaient déjà soupçonné de très- 
bons analistes (*). 

(*} Les fç^omètre* donl parle ici l'auteur ont aussi po«ë en principe que , fors- 
([ue les racines «Pun probtèioe du wcoad degré sont lotîtes deux poailtves , elles I* 

Tom J, 19 
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1 5. Apr^s avoir dtîtcrmiiu! le cûtë r^ , venons à la dëtenn'mation des 
angles B^ et C. 

Pour le premier problème ; on Toit , par les constructions qui 
donnent tes valeurs de fî', 

I.'' Que, si le triangle cherche est semblable au triangle donné 
( fig. 1 , 2. y 3,-4» 5, 6, 7 ), on a , 

B'=B et C'=C; 

3." Que , si le triangle cherché est dissemblable an triangle donné 
( Hg. I et 2 ) , on a , 

B/=i8o*>— B; 

d'où, à cause de A''=A et A^H-B'H-C''=i8o'' , on déduit, 

C/=B— A. 

Pour le second problème ; on voit , par les constructions qui don- 
nent les valeurs de c' , 

I ." Que , si le triangle cherché est semblable au triangle donné 
( fig. 6) , on a, 

résolvent, L'une et l'aiilre , dans le sens le plus direct et le plus Immédiat, et 
cela est vrai qoelt^uefois ; mais il arrive souvent aussi qu'une seule de ces racines 
convient il la question ; c'est, par exemple , ce qui arrive lorsqu'on se propose de 
déterminer ifueUe doit itre la Jltche d'un segment tphirique, appartenant à une 
sphire donnit , peur giie le volume de ce segment soit moitié de celui du secteur 
dont il fait parlfe. Le problème £> de l'Arithmetit/ue universelle en ofiJre encore 
.un autre exemple , lorsque du moini, ainsi que le fait Newton , on prend pour inconnue 
la profondeur du puits, 

Pcut-ôtre ne serait-il pas impossible de rencontrer un problème du second degré 
que ses racines, toutes deux négatives, résondiaient dans un sens direct; ou un 
-problème que Kt racines , bien que positives l'une et l'autre , ne résoudraient 
qu'autant qu'on en modifierait l'énoncé ; ou enfin un problème qui serait résolu 
dans un sens direct , par sa raoûw négative , -et , dwm un ^em inverse , par x 
.racine positive 7 

( Note det ridacteurt. ) 
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W=B et C/=Ci 

2." Que , si le triangle cherché est dissemblable an triangle donné 
(fig. 4 et 5), ou a, 

W=B, 

d'où, i cause de A'=i8o*>— A et A'H-B/+C'=f 8o«, on déduit, 

C'=A— B. 

1 6. Observons que , si , au lieu de porter en sens contraire le segment 
OB , comme on l'a fait ( fig. 1 , 3 , 4 » 5 , 7 ) , on portait en sens 
contraire l'autre segpient OA; c et </ deviendraient négatifs en même 
temps , soit dans les racines , <-, ' 

If if jï-^« 
t/=: — g et c'~-r' ; 

b b 6 

4e l'équadoa du premier problème , soit dans les racines , 

h' V a'—i' 

cf— -c et C=--r • : 

b b ç 

de l'équation du second % en sorte que ces racines resteraient toujours 
le« mêmes, comme il était aisé de le prévoir. 

Par conséquent, dans cette noavelle construction, on trouverait aussi 
les mêmes valeurs pour les angles B' et C^, ainsi que cela doit être. 

17. Après avoir résolu le problème proposé, art. 2 , ain^ que l'autre 
problème qui se trouve lié à celui-là , il est temps d'en venir" à l'ex- 
posé et à la solution de la difficulté annoncée dans le titre de ce 
mémoire ; voici en quoi elle consiste ; , 

On a prétendu pouvoir inlîrmer la démonstration donnée à l^rt. i , 
par le raisonnement qui suit : 

Si deux triangles , abc et a'h'^ , sont tels qu'on ait à la fois ; 
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~ ^ — —, A=A' et B de même espèce çue B', on aura , eomme on 

l'a fait voir , art. s , 

divisant les deux membres de cette équation par -r — —, il viendra: 
d'oi l'on conclura; 

_.= __4.,c<»,A=-jp. 

Or , pour que les triangles soient semLlaWes , il faut qu'on ait — = 

p=— » donc, puisqu'on a déjà — = T7, H suffira de faire — = — 

d'oil — =--j et alors la dernière formule deviendra —=:--: — ;et par- 
tant: 

ce qui donne 6=6^^90". Il semblerait donc résulter de \k que, pour 

que les deux triangles soient semblables , Il faut que les angles B et 

B^ soient tous deux droits. 

] 8. Mais les détails dans lesquels nous sommes entrés jusqu'ici , 

mettent dans le plus grand jour tout ce qu'un pareil raisonnement 

présente de défectueux ; on .volt , en efTet , qu'en divisant l'équation 

ir*? c» /" '^ o\ - 

= 3Cos.A.( I ; .ou son équivalente , 
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par le facteur - — - , qui, ^galé ^ z^ro, donne la racine c^= — c, 
on élimine cette racine , laquelle nSpond \ ua triangle a'Pc' , sem- 
blable au triangle ahc j et l'on ne consene que le facteur - -\- 

2C05.A qui, égal^ à zëro, donne la racine c^= — - . , laquelle ré- 
pond à un autre triangle a'b'i^ , en général dissemblable à ahc. Ce- 
pendànt , on suppose ensuite semblables ces triangles qui , en général , 
ne le sont pas ; lors donc que la supposition de cette similitude est 
introduite dans le calcul, l'algèbre doit redresser cette fausse hypo- 
thèse , en indiquant lé^fcs unique où elle peut devenir vralo, 

ï 9. Or, ce cas est celul^ où l'un des angles A et B est droit 
(art. 12, n." 3 et 6 > 

Kn faisant — = — , dans l'équation -—=:—- — , nous avons trouvé 
V h ^ ¥ le ' 

J»=fl'-f-f", d'où nous avons conclu B=:go° ; mais c'est qu'alors nous 
avoD« tacitement supposé hy^a^ et partant -r positif. 

Si nous avions supposé ^ < a , et partant — négatif , il eût fallu 

faire, dans le cas correspondant, -^= —\ et alors nous eussions 

trouvé fl»=J»4-c», d'où A = 90*. 

30. En général , le triangle semblable \ abc est indiqué par la racine 

,— =—, et le triangle dissemblable \ahc l'est par la racine — = — r— 
b' o * à' oc 

qui est positive ou négative , suivant que ^ est > tf ou < a. Faire 
— = i— , suivant que ^ est > o ou < fl , c'est donc demander à l'al- 
gèbre dans quels cas deux triangles , en général dissemblables , pour- 
raient néanmoins devenir semblables ; et elle noua apprend que ce sera 
dans celui où l'un des angles A et B sera droit. 

Mais la racine — =— indique que les triangles abc^ a'h'c' , entre 
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lesquels on & a : 6 :: a' : h' et A'=A, peuvent être semblables. Et 
puisqu'alors on a toujours B'=B ou B'=i8o'' — B, ïl est clair que 
ces triangles seront en effet semblables , si B et B^ sMit de même es- 
pèce , et non pas seulement si B et B' sont droits. 

Ainsi se troure expliqué le paradoxe de l'art. 1 7 , de manière & 
conserver à l'anallse rexactitude et la lumière qui la caractérisent énù- 
nemment ( * ). 

(*} La dilEculié que rë«out ici M. de Miuery, n'est pas plus particulière & b 
question qu'il s'est proposée qu'à toute autre : elle « reproduira toutes les foi» 
qu'on se permettra d'opérer de la manière indiquée art 17. 

On dit communiîmem qu'on peut , fans troubler l'^jUté , multiplier ou diviser 
les deux membres d'une ^uation par une m^me quanlitë ; et cela est très^rai , si le 
multiplicateur ou le diviseur est entièrement connu et différent de léro; mais on 
nesaurùt, dans le cas contra're, user de celle faculté, tans s'exposer aux plus ^avc» 
erreurs ; d'autant qu'il peut souvent arriTcr que l'équation n'ait lieu qu'en vertu du 
fadeur introduit ou sapprimé. On peut même afBrmer qu'à l'aide d'un tel procédé , il 
n'est aucune proposition absurde dont on ne puisse donner une démonstration ap;- 
parente , ni aucune proposition évideiUe dont , à lUnverse, on ne parvienne autù * du 
moins en apparence , à démontrer la fausseté. De quelle négligence ne sont 
donc pas coupables ceux qui , écrivant des Siemens » gardent un silence absolu sur 
ce point capital, ou niéme ne s'j arrêtent, pour ainsi dire, qu'en passant, et sani 
y Insister fortement X 

Les mêmes considérations prouvent que, passé le premier degré, on ne «aurai't 
user avec trop de circonspection de certains modes particuliers d'élimination , séduisant 
par leur brièveté , mais qui ont souvent le double inconvénient de faire évanouir 
des racines utiles à la question qu'on traite , et de les remplacer par d'autres qui 
hù «ont absolument itrangèrea. 

( Wtftt in rèdactetiTs. ) 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstration du théorème énoncé à la page 62' 
de ce volume ; 

Par un A b n h É, 



i OUR parrenir au but que je me propose d'atteindre , je rais d'atord 
■^blir quelques principes que , pour plus de brièveté y je me contenterai 
d'énoncer, d'autant que leur démonstration ne saurait souârir de dif- 
£cultë. 

1. Dans tout tronc de pyramide, à bases parallèles ou non paral- 
lèles , le point d'intersection , soit de deux côtés , soit de deux dïa- 
■gonales , soit enfin d'un côté et d'une diagonale de l'une des hases , 
et le point déterminé par l'intersection des deux lignes correspondantes 
de l'autre base , sont deux points d'une droite qui passe par le sommet 
de la pyramide (*). 

2. Il en est de même , en général , pour toute droite passant par 
des points qui , dans les deux bases , sont des intersections de lignea 
correspondantes. 

3. Dans tout tronc de pyramide , & bases non parallèles , les points 
d'intersection y soit des côtés correspondaos , soit des dj^gonales corres- 



(*) On ne suppose pas , dans cette proposition et dans les suivantes , que le« 
deux bases du tronc soient essentiellement des polygones convexes ; et on admet 
mène que le sommet de ït pyramide peut m trouver comprà entre les plant 
^k ce* deux bues. 
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pondantes des âeax bases , sont tous situes sur une même ligne droite , 

laquelle n'est autre chose que l'intersection des plans de ces deux bases. 

4. £n général , des droites qui y dans les deux bases , sont déter- 
minées par des points correspondans , concourent à l'intersection de» 
plans de ces deux bases. 

5. De quelque manière que soit situé , par rapport ï un plan , un 
système de droites originales concourant en uii même point , et en 
quelque lieu qu'on suppose l'œil d'un spectateur , autre cependant que 
le point de concours de ces droites , leur perspective sur ce plan ne 
pourra être qu'un système de droites parallèles , ou un système de. 
droites concourant en un même point , suivant que le point de con- 
cours des droites originales sera sur le plan conduit , parallèlement 
^ celui du tableau, par l'œil du spectateur, ou qu'il sera hors da 
ce plan. 

6. Hëcîproquement , tout système de droites , parallèles , ou concot^- 
rant en un même point, tracées sur un même plan , peut être considère 
comme la perspective d'un système de droites originales concourant en 
un même point ; et il est même aîsé de voir que cela peut avoir lieu 
d'une infinité de manières di/Térentes. 

7. Les perspectives , sur un plan quelconque y des deux bases d'un 
tronc de pyramide , i bases parallèles ou non parallèles , sont deux 
polygones d'un même nombre de côtés , tels ( i et 3 ) que les droite» 
qui joignent leurs points correspondans ( 5 ) sont parallèles ou con- 
courent en un même point ; en outre , si les côtés de ces polygones 
ne sont pas parallèles chacun à chacun, les intersections des lignes 
correspondantes de l'un et de l'autre se trouveront toutes (3 et 4 ) 
Aur une même ligne droite. 

8. Etant données l'une des bases et les grandeurs et directions de 
trois arêtes latérales d'un tronc de pyramide, ce tronc se trouve en- 
tièrement déterminé. !1 faut seulement, pour que sa construction soit 
possible , que les tsois arêtes latérales données concourent en un même 
point ; ce point est alors le sommet de la pyramide ; on connaît donc 
les directions de toutes les arêtes latérales ; et , comme on coimait aussi 

trots 
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trois poîtitA du plan de la base inconnue , ce plan est enti^ment dé- 
terminé , et ses intersections avec les directions des arêtes latérales dé- 
terminent les longueurs de ces arêtes , et , en même temps, ks sommets 
de tous les angles de la base inconnue. 

9. Un tronc de pyramide ëtant donné » sa perspective ( pour une 
situation donnée de l'oeil et du tableau) est aussi donnée; donc (8) 
étant données, sur un plan, ta perspective de l'une des bases d'un tronc 
de pyramide , et les perspectives de trois de ses arêtes latérales , la 
perspective du tronc se trouve entièrement déterminée , et il doit être 
possible d'en achever la construction. Voici de quelle manière on peut 
procéder pour y parvenir ; 

1.° Soient df d' , d" , les c^tës du polygone, perspective 

de l'une des bases , que je désignerai par ' ( S ) ; soient / , ;', ^" 

les cïtés du polygone , perspective de l'autre base , que je désignerai 
par (£ ) ; soient p , pf , pf* y les sommets des angles du po- 
lygone ( S ) : /? étant l'intersection At d tx d^ , p' l'intersection do ^ 

et d'f , et ainsi de suite } soient , en outre , w , «/ , w^f , , les 

sommets des angles du polygone (£):•- étant l'intersection de > et 
^ -, t^ celle de X et /' ^ et ainsi de suite; soient, enfin, D, IK et 

IV', les perspectives des aréta latérales: D joignant p et •-, 

Xy joignant /^ et w', et ainsi de suite. 

2.*^ On suppose que l'on donne le polygone (S); ce qui entraîne 

h connaissance des droites d ^ â' , d" , et celle des points 

p, p" t p" > •••.«..; on suppose, en outre, que. l'on donne les gran- 
deurs et directions des droites D, D', D", ce qui entraîne' la déter^ 
mination des points ■-, •', w^', et conséquemment celle des dixiites 
i' et j^' ; et il s'agît de déterminer tout le reste. 

3.** jD'abord, pour que le problème soit possible, il faut ( 5) que 
D, IV, "&' soient parallèles 6a concourent en un même point; en 

supposant donc quTi en' soit ainsi, si, par les points p"' , p""t 

on mène des droites parallèles à celles-là , ou concourant au même 
point qu'elles , il est clair que ces dernières indiqueront les directions 
de IV", IV'", en sorte qu^il ne s'agita plus que d'assigner les point» 
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w'" ^ -m"" ^ OÙ elles doivent se terminer : attendu que la dé> 

termination de ces points entraînera celle desi droites ^" , )i"" ^ 

4-°. Mais il est clair que tout se réduit à donner une méthode pour 
déterminer t^". £n effet , ce point étant déterminé y on connaîtra tour 
jours le polygone ( S ) , on connaîtra de plus les grandeurs et di- 
rection de ly, W et W 'y on se trouvera donc, pour, la détermi- 
nation de m^'i , dans les mêmes circoostaiices où Qn s'était trouvé pour 
la détermination de *"' i et par conséquent il «ufBni, pour obtenir 
ce point, de répéter le même procédé, lequel conduira , par une suite 
de semblables opérations, à la détermination des autres points incon- 
nus , en quelque nombre qu'on les suppoae^ Voytms donc comment 
nous pourrons déterminer le point V. 

. . 5." Soient prolongées d' et i'" jusqu'à leur ^point de rccmcours n»', 
et soit conduit, par ce pamt. m^, une.dr<nte 1/ pajall^e k D, IV, 

^' ,:.• OU concourant au même .point qu'elles ; cette droite ly 

teontieiulra (7) le points de éomcoun d«s droites-y «t j^'j en prolon- 
geant, donc. ^'', jusqu'à sa Tcncoatre avec I/, oo «^tiendra le point 
fi' ; et , comme ce point est sur i'" , dont on coBBiaifc déjà le point 
m" , cette droite $>." se bï>u»èMi <ïéteniùnée ;. 0^ poorr» dame Ja cons- 
^uire, et son iriteisectioD avec H"' ydmA laditactiffii est déjà, connue, 
déterminera le point cherché, w"\ X'iiispectioa des. figures 8 et 9 
mettra cette construction dans tout son jour. 

io> (^ voit que,, pour, chaque nouveau point, tel que ^" ■, qu'on 
veut déCermlBer , on. est obligé d'avoir rocours à un .point auxiliaire, 
telqoe,/t^; de mamère qu'après là coostrue^on ai^evée , anse toowrera 
avoir deux £ius autant de points qu'on en'eherehaitî 91 donc m ex-* 
prime le nombre des.angles .dt6 polygoont ( S ) et ( S ) , mtbim troi^ 
des points de ( S ) sont donaés, on ,a(ira . déttfminé 2(171.— 3) ou 
iUR— 6 points de ce polygone, qui., iaintai biUe trois points dijà dtnnà 
ou pris arbitrairement f feront en-totA i2/n-^3b . 

1 1. Ainsi , un polygone .de m côtéé étant donné ou.' construit arln- 
trairement sur un plan, il est tou)oars jioafiible ; 1." de.coiistrwce, 
aur ce plan, un autre polygone., aussi de.js t:èté>« à» raaniËce qa'ea 
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joignant deux 4 deux , par des droites, am — 3 points dû premier aTcc 
leurs cotrespondans. dans le seccHid » ces droites soient parallèles p'ucoi^ 
coureçt en un même point i et , s'il en est ainsi , «omme alors la 6gurc 
qu'im aura construite sera la perspective d'un tronc de pyramide , 3 
arrivera, de soi-même ( 7.) j 2.** que toutes les autres droites qui joîi»- 
dront des points ccoTcspondans des deux polygones , seront parallèles 
aux premières , ou concourront au mtote point qu'elle ; et «[u'enËii 
3." les iotersèetions des lignes oorresponduites , dans lu deux poly- 
gones , seront touteSi situées sur une même ligne droite , si toutefois 
ces lignes ne sont pas parallèles ; mais on voit que , si seulement queW 
que»-unes de ces lignes étaient parallèles eMxe elles , elles devraient 
l'être. aussi à la droite qui conttcodratt les intersections de toutes lés 
autres deux h deux. ' ■ ^ . ■ 

12. Si l'on fait. actuellement atteaticHi qu'en géo^ral tout système 
de iR droites qui se coupent deux à deux , sur un même plan , forme 
vn polygone de m côtés , 'On reconnaîtra sans peine , dans lés 
propositions qui viennent d'être ënoBcèes , celles qui se trouvent i 
l'^idroit déjà dté de ce. lecu^ ; de. manière que iâ dém«nstra^n de 
ces dernières se trouve renfermée dans ce qui poécède. 

i3. La construction que j'ai indiquée (9) était la plus propie &. 
conduire à la démonstratk»! que j'avais principalement en vue; mais, 
comme le problème auquel cette construction.se rapporte se présente 
â^uemment dans le tracé des Bgures de géortétrie , on ne sera pas 
fft^é, je- pense ,^ d'en trouver ici «ne solution plus commode, que^ 
fwur plus de' clarté , j'appliquerai .à un exemple particulier. . ' ' 

Soit ABCD£ (fig. 10 et 11 ) la perspective donnée- de l'une def 
basés , soit d'tm trqnc de pyramide , soît d'un tronc de prisme ; soient 
AJi'., BB'» <X/-j les perspectives «.aussi donnée^, 'de trois ^e ses arêtes 
latérales coAsécutives ; -dt proposons-nouà d'achever la-constniotion de 
la perspective de ce teoîac - 

. Soient d'sAord menées DIK et EE^j parallèles à AA',.BB', CC» 
•(_ £g> 10 y, 'ou cenoomsint au mêmb point qu'elles ( iig. 11); soient 
ensuita- prolongés BA et B'A<' jusqu'à leur point d« cooeonrs .A''^^ 
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puis BC et B'C' jusqu'à leur point de concours en Ç/'; en menant 
K"0' , cette droite sera la perspective de l'intersection des plans de* 
deux bases ; menant donc et prolongeant les diagonales BD , BE , 
jusqu'à la rencontre de A^'C" en D" et E/' , si l'on mène ensuito 
h^" et B/E/', coupant DIV et EE'enlVetE', ces points IV et E' 
Seront les sommels d'angles. cherchés; de manière qu'ep menant CIK, 
IVE' et E'A' , la construction sera terminée. 

Au surplus, l'obligation où sont les côtés correspondans des deux 
polygones de concourir en un même point de A'^C" peut fournir^ 
soit une autre construction, soit un moyen de vérifier celle-ci. 

i4> La construction serait peu diiTérente si , ai| lieu des trois points 
A', B', C, situés sur AA', BB^, CC, on en donnait trois autres 
situés sur les. perspectives de trois droites quelconques, parallèles aux 
flrétes (fig. lo), ou contiourant au sommet (fig< n )• 

1 5. On pourrait aussi ne «jônner qu'uti seul point de l'une ou de 
l'autre «otte, et remplacer le» deux autres par la perspective A^O' 
de rinteraection des plans des deux bases, 

1 6. Les mêmes constructions peuvent aussi être appliquées i la ré* 
solution des deux problèmes suivans : 

I ," Etant données la perspective d'un cône ou dun cyiindre , droit 
pu oblique ; celles de 'trois droites passant par le sommet dû cône, 
ou parallèles à celle qui joint les centres des dtax bases du cylindre} 
et enfin , celles de Wois points situés sur ces droites ; déterminer 
iant de points qu'on voudra de la perspective 'de la section du c6a§ 
ou du cylindre par un plan passant par les trois points dont ■ lef 
perspectives sont données ? 

2,° Etant données la perspectit-e d'un cène ou d'un cylindre ^ droit 
on oblique i celle de F intersection' dati plan qui là txiupà a^cc le piaft 
de sa base ; celle d'une droite passant par le sommet , dm cérie , ou 
parallèle à celle qui joint les centres des deua bases dit cylindfa ; 
et enfin celle du point oà le plan coupant -rencontre cette dernièrfi 
droite ; déterminer tant de points qu'on va^na de la per^e^tiff 
de la section? . : -, > 
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!La solution de ces problèmes, dëduile des méthodes exposées cl- 
^essus, sera incomparablement plus courte et plus simple t[uê celles 
qtw fournirêit la géométrie descriptive proprement dite. 



Théorèmes sur les triangles , relatifs à la .page 64 
de ces Annales ; 

Par M. LiMUiLiER, professeur de mathématiques à racadëmie 
impénale de Genève. 



THÉORÈME. Dans tout trjangie\le ç^rré de îa distance des 
senires des cercles ijtd lui sonfinscri\et circonscrits , est égal au 
rectangle du rayon du cercle circonscritrpor l'excès du mime rayon 
sur le double de celui du cercle inscrit ( * ). 



Ce ihéorème a bium iti adressa, aMJ» tma déMi(|>Iration , ara Rédacteur* |dc» 
'Annalts ,par M. Kramp , profeweur àojKo. de U TadjU de» sciencea à Straibourg. 

Le même tWorème est connu det Hédacleurs depuU iSo7,il leur fui communiqué, 
k eelte ipoque , par feu M. M^eii , prûfeaseur de nulh*rffiique» sa ceWge d'Alai» , 
qui le tenait de M. Maisonncuve, ingénieur de» mioei. Vqicj,dft'1(hfclla m«»iire M* 
Malwnncuve y ëiatt parvenu. 40"' ^ 

En défflgnant par c , d, c", les trois celés du-'lriangle , et par D la dUtance 
entre les centres de», cercles iiuorit cl cîrcoMcrit, «m trouve, Mm beaucoup do 
peine, 



..y. 



(c+c'+c"îtc+c' — CO(c'+c" — c)(c"+c— cO c-J^'+c" 

«uj» on i^it qu'en désignant par R le rayon du cercle circonscrit, par r ce\<A. 
de l'iiucrlt , et par T l'ûte du triangle , on a ee» trois expressions : 
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§• 1- 

LEMME. Dans tout triangle, la base esta la hauttar, cdmmt 
le produit du sinus de Pangle au sommet par le sinus total est au 
produit des sinus des angles à la base. 

i6T'= (c+c'-|-e">(c+c'— «"XC+C— c)(c"4-c— cO , 
â« ixax dermim ^qualîoiu on tire Sàbari ; 







c+c'+c" 


1X&! 


comparant 


ensuiio 1« quaiT4 


de ta Uusicme 


i k prcmltre 






tgH/'»' 


r^ ,' 




(c+c'-fc"Xc-K^)(«'+^ 


LiXc-'+c-^T 


et purtant 




t 








?D=v^i-^R" 



% D'=rcR— ar) ; 

iqMitm qid Q'ctt que iMicaductîoo analitique du thëoiiiu ie M. Lbiiilier , et qni. 

Ces aor^r de rencoH^^ouî n'6tent rien au lurplut au mérite penonoel de 
diiique inwnteur, ne sa(iraientVtr& Tort rare* dani les «ciences exacte», où l'on 
marche coiutamaiefit dan* U vcrfs de la liiWé ; c'eit ainii que M, Mahieu , verj 
l'époque déji indiquée , troura le théorème auiTant , auquel M. Lhuilîer est ansii 
parvenu de ion cUt , ( voyes tes Èlitrunt ^anatif giomilri^ue et d'analise al' 
gihrique ; Genève rSog , pag. sai) : 

u Si fon désigne par r , r', i" fi"' , les rtijons des quatre cercle* jqut peuvent 
N toucher à la fois les trois cdiés J'un même (riangte , considérés comme 'des droites 
H indéfimci , et par T l'aire de , ec triangle , on aura 1^^rr'i-"r'". n 

C Note des éd/ttun. J 
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Soit ABC an triangle dont ÂB est la base, et dont CQ est la 

hauUur ( fig. 12). J'aifinne que AB : CQ = i ^SlnX : Sin,A.$ia.B. 

Démonstration* 

AB : AC=Sio.C : Sin.B, 
AC : CQ=i . Sln.A; 

donc AB ; CQ = Sin,C: Sm.A.Sm.B. 

COROLLAIRE. Dans tout triangle » un des c&tés est au rayon 
au cereie inscrit , comme le produit du sinus total par le cosinus 
de la moitié de l'angle opposé à ce côté est -au produit des sinus 
^es demi-angles qui lui sont ad/aceos. 

En effet , le triangle qui , ayant son sommet au centre du cercle 
inecrit, a pour base le côté dont il s'a^t, a sa hauteur égale au 
rayon de ce cercle ; de plj^ , ses angks , à la base , sont moitié des 



angles correspondans du premier triangS: eniin , son angle , au som- 
met , est le supplément < 
ffommet du même triàngli 



met , est le supplément du compléme^ de la moitié de l'angle au. 
lu même triangle, *^ 



4 

§. y- 

LEMME COUNU. Dinu tota tnangk .^trafon iu eercU tir- 
conscrit est à run des cbtis , comme le sinitf lotai est ttu dottè/k, 
Ai sinus de Pangle opposé à ce côté» 

§. IIL 

LEMME. Bans^ tout triangle , le ràfolt^n,^0t^cir£onscrit est 
au rayon' du cercle inscrit^ comme le cube du sinus total est à 
quatre fois le produit continuel des sinus des demi-angles du triangle. 

Soît ABC un triangle ; que les rayons des cercles , dont l'un lui 
est circonscrit et dont l'autre- lui est inscrit, soient désignés par R 
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et r respectivement î j'affirme que R :r=i^: 4Sin.|A.Sin.;B.Sm,7C. 

Déma/isiralion, 

AB : r =ixCo».;C: Sin.7A.Sm.7R , (§. I. CorolU) 
iî : AB= I : aSlo-C î (§.II.) 

donc, R :r =i'xGos.7C : 2Sm.jA*Sin.7B.Sm. C , 
= 1* : 4Sio.iA.Sm.^RSm.iC. 

SCHOLIE. Quatre fols le produit continuel du sînas des demi- 
angles d'un triangle, est égal au produit du quarré du sinus total par 
l'çxcès de la somme des cosinus des »igles de ce triangle sur ce sinus 
total. 

En effet, Co3.A+Cos.B-^-Cos.C— i=Cos.A+Cos.B— aSin-'^C 

=2Cos.f(A+B)a?^(A— B)— 2Sin.*^C 

=:2Sîn.iC {Cos.f$A.— B)i-Sin.iC \ 

= 2Sin.i C { Cos.?(A— B) — Cos.i (A-l-B) J 

= 4Sin. \ A.Sin.f B.Sin.7C 

,>• 

On peut au&si ex||^er ce produit continuel dan» les cdt& àà 
friangle. 
£n effet. 



Sinif A= T/ f(AB-AC+BCJ X|<-AB+AO+.BC? 
r }'" " BAXAC ' 



B.^ 



(AU— BO+-AQXî-(— AB+B&+.AC} 
ABXBC 



Sio, ; C= y /K*C— BC+AB)XK-AC4.BC+AB) 
r AiCXCB 
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donc , 

-: [ AB+BC— C\)XicAE—BC4.CA)X f <— AE^fBC^CA) 



Sin.7A.Sin.;B.Sm.iC= 



ABxBCxCA 



i(AB+BC+CA)Xi(AB-t-BC— CA)X^(AB— BC+CA)XK— AB+BC+CA) 
ÂBXBCXCÂXKÂB+BÔ+^Â) ' ' 



ABxBCXCAXt(AB+BC+CA) 
§. IV. 

THÉORÈME. Lùquarré de la distance des centres de deux cerdes, 
dont tun est circonscrit à un triangle, et dont t autre lui est ins~ 
crit , est égal au rectangle du rayon t^ cercle circonscrit par F excès 
de ce rayon sur le double de celui au, cercle inscrit. 

Soit ABC an triangle ; soient Z et z ]es centres de âeux cercles y 
dçnt l'un est circonscrit au triangle, et' dont l'autre lui est inscrit; 
que les rayons de ces cercle» soient fl et r; j'affirme que Za ^ 
R{R—2r): 

Démonstration. Soient ZP et zp, perpendiculaires à l'un des côtés ^ 
tels que XB. ^ 

zl =(ZP— ïp)H-(Ap— AP)' 

=AZ — 2ZPxzp — aApxAP-hzp -1-Ap 

=iy?— 2flrCos.C— ApxAB+Âp*-fn- (*) 

=A/Ï— 2iïr-*-4flrSin.'iC— ApxBp+rr (**) 



C) A cause de aAP=AB et de ZV=hZ Co». AZP=il Coa.C. 
(**) A cauM de Co& C=i— a Siu.' \ C- 

( Notes iei iàitttirs. > 
Tom /. 
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=B(i!— 2r)+4BrSiii.';C— rr(Cot.jA.Col.;B— i) (*) 

Cot. - (A-4-B) 

=iî(fl— 2r)+4A-Sin.';C— rrx - .' . ^ 

0in.jA01n.7l1 

Sn. ; c 



=fl(fl— 2r)+4BrSin.'iC— rrx 



Sin,f ASin.^B 



=n(n—îr)+rSin.ic(iRSm.iC—rx -î- ^ 

\ ou), f A Sin. ; B/ 

= J(ji— 2r)+ . '', '"' , „ (4flSm.;A.Sin.;RSin.;C— r) 

OHl. j A OUI. ; O ■ 

=«(«-=0 (S. m.) 

y. y. 

Corollaire, L'équation Zz =A(A— ar) déteimine la relation qui 
l^gne entre les distances des centres et les rayons de deux cercles, 
dont l'un est circonscrit à un (rtangte, et dont l'autre lui est inscrit; 
de manière que deux de ces quantités étant dooo^ ^ la troisième est 
^terminée. 

Ainsi, (J?— r)'=Zs -f-rr 



a R : R+Z£=R—Z^ : M 

Savoir: le quarré de la difTéieoce des rajrons des deux cercles est 
égal à la somme des quarrés de la distance des centres et du rayon 
dn cercle inscrit. 
. Le rayon du cercle circonscrit esL i la somme de ce rayon et de 

C*} A cauM de Apsap . Cot. sAp=r. Co t, f A , et d« Bfisxp. Cot. >Bps=r. Cot. f Ç. 
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la distance des centres, comme la di/Térencc de ce rayon et de cette 
distance est au double du rayon du cercle inscrit. 

s- VI. 

lia relation entre la dislance des centres de deux cercles et là»- 
rayons .A et r de ces cercles , étant telle qu'il vient d'être dit ; si on 
cîreonscrit au cercle dont le rayon est r un triangle dont un des côtés 
soît une corde de l'autre cercle , ce triangle sera inscrit à ce dernier 
cercle ; et réciproquement , si l'on inscrit au cercle dont le rayon Qst 
R un triangle dont un des côtés soit tangent à l'autre cercle, ce 
triangle sera circonscrit à ce dernier cercle. 

Il y a donc un nombre illimité de triangles qui peuvent être i la 
fois inscrits à un cercle et «rconscrits ik un autre cercle, lorsque les 
rayons de ces cercles et la distance 4e leurs centres sont liés par l'é-^ 
quation Zz =IV(R — ;2r). 

Pour que cette inscription et cette drconscripUon simultanées soient 
possibles, on doit avoir R^2r. Xiorsque R^^r^ alors Zz=o; Le» 
deux cercles sont concentriques ; les triangles sont équilatéraux , et W^ 
àffférent entre eux seulement par la position de leurs côtés. 

Lorsque l'inscription et la drconscriplion sînuiltanées sont possibles , 
.pour que le problème soit déterminé, on doit ajouter, sur le triangle 
à construire , quelque autre condition indépendante de l'équation 
Z^'=R(R— ar). 

Exanjfle, Que l'on donne un angle du triangle cherché , tel que 
l'angle C. Le cercle dont le rayon est R fait connaître le côté AB , 
opposé \ cet angle, par l'équation AB=3^Sin,C. Dans le triangle 
ABC , -dont on «jnnaît l'angle C , on connaît aussi la somme des 
bigles A et B ; de pins, dans la proportion AB: r=Cos.;C : Sin.jA. 
Sin.^B , on connaît le quatrième terme , savoir, le pitMluit des sînu» 
des deaû-angles dont la somme est do)}néei mais y s^in-f A.Sin.;B^ 
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Cos.^(A — B)— Cos.7(A+B) j donc , on connaît le cosinus de la-demî- 
diiférence des angles A et B ; et partant on connaît aussi la den:ùv 
différence de ces angles , et on les connaît l'un et l'autre. 
On a. 



=Sin.;C-f- - 



Comme la plus grande valeur de Cos;7(A— B) est J'onltë, on doit 



ou encore 



1 jSin.iC-4~ 



r":^ 2^Sin.iC(i — Sin.iC) \, 



r;^4^Sin.ia5in.' (45«— JC). 
dans le cas de la limite , le triangle est Isocèle. 

§. vu. 

Ce qui Tient d'être développé , sur le cercle cirtonscrit et sur le cerde 
inscrit k un triangle, peut être appliqué, avec de légers changemens, 
au cercle circonscrit et à l'un des trois cercles exinscrits à ce même 
triangle , savoir : à un cercle qui touche un des côtés du triangle ex* 
térieurement , et les prolongemens des deux autres côtés ( Voyez mes 
ÉJémens d'analyse, etc, §. i3i.)* 

Comme le raytm du cercle exinscrit à un triangle, dans l'un de 
«es angles , a y relatW^nent au côté qu'il touche extérieurement ^ une 
direction opposée à celle du rayon du cercle inscrit ; dans la formule 
Zs s=^R{R—2r) f on doit changer le signe de r, ce qui dooQe l'é- 
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^nation Zz =5(^-t-2/'), savoir : le quarrë de U disUnee des centre» 
de deux cercles dont l'un est circonscrit à un triangle , et dont l'autre 
lui est exînscrit, est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit 
par la somme de ce rayon, et du double du rayon du cercle exinscrit. 

On peut parvenir à cette équation immédiatement, sans partir de 
la doctiïne des quantités négatives , et- de la correspondance qui a lieu 
entre les changemens de direction et le changement des signes, eu 
procédant comme il suit : 

1." Dans tout triangle, la base est au rayon du cercle exinscrit, 
reladf à cette base , comme le produit du sinus total piar le cosinus 
■du demi-angie opposé à la base , est au produit du cosinus des demi' 
angles à la base. 

2.** Dans tout triangle, le rayon du cercle circonscrit est au raycHi 
de l'un des cercles exinscrits, comme le cube du sinus total est k 
quatre fois le produit continuel des connus des demi-angles à la base, 
et du sinus du demi-^ngle qui lui est opposé. 

SéUUe, 4Cos.;A.Co3.fB.Sin.fC=Cos.A+Cos.B— Cos.C4-i 

ABC* 



-4x 



ABxBCxCAx k C— AB+BC+ÇA) 



THÉORÈME, fjt fuarré de îu distance der ttntres de deux eereîes 
dont Fun est circonscrit à ce triangle , et dont Poutre lui est ex^ 
inscrit ji est égal au rectangle du rayoït du cetcte circonscrit par la 
somme de ce rayon et du double de èelui du cercle exinscrit. 

Soit ABÇ nm triangle ; soit Z le centre du fcercle circonscrit T'et R 
son rayon; soit s' le centre d'un cercle extnsorît.-à ce triangle, dam 
l'angle Cj et soit r' son rayon: j'affirme que Ze' :=iï(5+2r^.' 

Démonstration, Soit x.*ff perpendiculaire à AB* . . > 

■ ^* b:(ZP+z'pO'+(AP— ApO . 
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=M+3ZPxi'p'— =APxAp'+Ây'+«v' 
=W!+27ir'Cos.C— Ap'xP'B+r'r' 
=JÎ(fl+3rO— iHr'Ci— COS.C)— r'/^Tmg.JA.Tang.jB+f';' 
=i!(«+2r^— 4Sr'Sm.":C+r'r'(i— Tang.;A.Taii5.;B) 
Co».l (A+B) 



=Jt{n+iry-4Jlr'&m.'iC+-r'r'- 



=;5(iî+2r')— 4a^Sm.'jC+r'r' 



C(H.f A.Co«.f B 
Sin.iC 



C(».îA.Ctis.fB 
r'Sûi.iC 



r'Sùi, iC { 1 

=fl(i!+2rO- jj-^:g^4flCos.JA.C«.;RSin.rC-r^ 

=It{li+2rO. (•) (§. VII, a.») 



(*} De toute cette analÎM dérive naturcUement U dànoMtratioo des deux Porùmtt 
énonces i U page 64 de ce volume. 

En reprenant , en effet , les aymbelei eaplojrés dans U pramière note , d«_ l'i~ 
tpMtÛMi: 

Ï)»=R»— aRr, 
on tirera Mcceaiivmenl : 

R'— D'. „ , _- 

Or f le valaur muque da r « danndc par la prenîire fonnule , éiant lonjotm 
potuble , tant que R n'est pas nvl ^ et ëlant de plus po«tive , lorsqu'on a R ^ D , 
on en peut conclure , t.* fu'iin point étant donné arbitrairement , Sans [intMear 
itun tarde dont U rayon est'ti, H i une distance D de ton eenlre ; il y m 
tiovj»tirt MM longiuur , et vn* unie longueur r , laquelle étant prise pour rt^on 
^im nouveau tereU, ayant tan cenirt au point donné; il arrivera ^u'un mime 
triangle pourra Itrt à la Jais inserit au premier des deux cmles et eirconterit 
au second. 

Quant i la seconde fonnnle , bien qu'elle donne pour R deux valeurs csseAtîcl'- 
Lement réelles , l'une positive et l'autre négative , et' cela indépendamneot du r^ 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème de Géométrie. 

Un cercle èlxat donne, le partager, par ud nombre limite d'op<^ 
rations faites avec la règle et le compas seulement, en un nombre 
donné quetconque départies, égales à la fois eo surface et en contour. 

'Autre problème, 

ConcevtHis qu'après avoir dÏTisé tous les côtés d'un polygone quel- 
conque en m parties égales, on prenne sur les deux côtés de chacun 
.de S6S angles , et à partir de son sommet , n de ces parties , n étant 
<\m, ■ 

Si l'on coupe les angles du polygone par &ts dnàtes qui passent 
par les points déterminés de cette manière sor chacuA de leurs oôtës, 
on baos/ormera ce polygone en un autre d'un nombie de côléa 
double. 

On pourra opérer sur ce nouveau polygone de la mâme manier* 
qull vient d'être dît pour le premier ; et , si l'on poursuit contïoo^ 

port de grandeur entre r et D; ceaaa» iWanmonu 1* otangement du fiffx de 
r ne fait simplement que changer les ligne* de ces Valeurs , sam enchwger )■ 
grandeur absolue, on en doit conclure «jue f une d'elles , savpir, r— ^r»4-D* , est 
relatire au cercle que M. Lhuilier appelle exinscrit , et que par eonsiquent la Tileur 
de R , relative au cercle inscrit , est unique , comme celle de r dans la premiers 
formule. Ainsi , a." or point étant donné arUitrairtmnH, sur le ptan dan cercle dont 
Jb rayon est r, et à une distance queUostque S dt son centrç , il y a toujours 
une longueur , et une seule longueur R , laquelle étant prise pour rayon d'ut* 
HéU¥t>ait cercle , vyani son centre au point donné , il arrivera qu'un mime triangle 
pourra itre f à ia /oit f eirconserit eu premier des Jeux cercles et inscrit au second. 

(_ifoU dei iditmire.} 
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lement aînst , on formera une suite de polygones , tels que le noml)^ 
des côtes de chacun sera constamment double du nombre de ceux du 
précédent , dent celui-ci fera nécessaîremeot partie , si le polygone donné 
est convexe. 

On conçoit , enfin , que tous ces polygones seront circonscrits i une 
même courbe fermée, qui pourra être considérée comme leur limite 
commune. . 

' £n supposant donc que le polygone primitif soit donné, ainsi que 
les nombres m et n , on propose de détenniner la natuxe de cettA 
courbe ? 

Problème ttanaliêe^ 

' Tous ceux qui ont écrit sur le calcul différentiel se sont occupn^ 
avec plus on moins de détails, du ckangement de la variable indé- 
pendante y dans les fonctioDS difFérentieiles oiX cette variable est unique-, 
et ont donné des règles pour effectuer ce changement. 

Mais, dans les irailés même les plus étendus, on ne trouve absolu- 
jncmt rien de relatif au dungement des variables indépcRdantes , dkns 
les fonctions différcntîeUes de plusieurs variables : changement qui 
pourtant pput être souvent utile, soit pour simplifier les fonnules-, 
soit pour .faciliter leur intégration , sait enfin pour rendre possible , 
parla dlfférentiation des équations, l'élimination de certaines variables 
qu'on aurait d'abord considérées comme indt^pendantes. 
■ Afin doue que i^tte omission se trouve réparée , autant du moins 
'que peuvent l'exiger les besoins les pltis ordinaires de la géométrie 
et de l'analise ; on propose d'indiquer ce qu'il faut substituer , dans les 
fonnules , à la plaça des cinq coefficicns différentiels , 

lorsqu'on passe de l'hypothèse oit z est fonction de x et de y , 1^ 
'.celle dans laquelle^ jr, y > ''> sont, toutes trois» fonctions des dea% 
nouvelles variabks indépendantes / et u ? 
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QUADBILATEIŒ SPHÉBIQtJE BI-HECTANGLE. 161 

ASTRONOMIE. 

Sur le quadrilatère sphérigue bi-rectangle ; 

Par M. Krahp , professeur ^ doyen de la acuité des sciencet 
de l'académie de Strasbourg. 



I. l_iE théorème de trîgoDométne sphërique , dont les applications 
nombreuses à l'astronomie seront enseignées dans ce mémoire y peut 
être énoncé ainsi qu'il, suit ; 3ûa/ quadrilatère sphéri^ue bi-reciangU 
est immédiatement réductible au triangle sphérttjtie obliquangle. 

3.- Le quadrilatère sphérique peut être bi-re<ïtangle de deux ma^ 
nières. Dans la première , les deux an^s droits A et B ( fig. i } , 
du quadrilatère ABD£, sont adjacens au même côté A B. Alors, piv>* 
longeant les côtés AD et B£ jusqu'au point C, qm sera le pôle d« 
Farc AB, on aura: 

Le côté AB, égal à l'angle C; 

Le côté AD, égal au complément du côtr: CD; 

Le côté BE, égal au complément du côté CE; 

Le edté DE, commun au quadrilatère ABDE et au triangle CDE; 

L'angle ADE, supplément de l'angle CDE; 

L'angle BED, supplément de l'angle CED. 

Tom, L aa 
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162 QUADRILATERE SPHERIQUE 

Ainsi , le quadrilatère ABDE sera entièrement réduit aa triangle 
^hérique Cfi£» et toutes, Ic^. funnules démontc6aa gour le tc'ianslli 
«eront immédiatement applicables à ce quadrilatère. 

3. Dans la seconde^ les deux angles droits A et L ( (ig> 2 ) , du 
quadrilatère sphérique' E A SL, sont diùgenaremnit opposés l'un à l'au- 
tre. Ce quadrilatère se rencontre fréquemment en astronomie. Un des 
cas les plus communs est celui où le côté EA désigne l'équateur , le 
•(Jté EL l'ècHplique, «t S une étoile vqu«lci>ni^aê. Oir.ftura alors. 

L'angle E = à l'obtiquité de l'écliptique; 

L'angle PSL = à l'angle de position ; 

Le côté AE = à l'ascension droite ; 

Le côté AS = à la décliflaison';' 

I.e côté EL = à la longitude ; 

. Le côté SL.=:à.Ia latitude (*). 



O Outre les deux qiiadrilàlèrM qui viennent d'ùlre con*idérë« par l'auteur, on 
p«ut encore , comme Ta fait M: Cariïot, relalîvcmcTit aux figure» planée recliiignes, 
•onskl^rer b:s quadrilatères des- iigurea 3 et 4 t «lam lesquels dmiK c4t^ of^pcMJ* 
ae coupent, et oiV, pour ibkuk laire atita leur analogie avec les- prcmior», nou» 
««on» d^sign<^ le* poinis carresp<'ndïnt i ceux d«s Bgur^s i et 2 par \t» 
mêmes lelire*. I.a llit'orie de ces (]iia<lrilatères ne difl^rant pas essenlicllenienL At 
celle des quadrilatères dont s'occupe M. Krainp dans son mémoire , noua 
crojona •i<flis;irit de les faire itft]ai(|uer.. Nous observerons «euletnent , i.* que 
* le q(iadriLilèi-<i de la figure 4 e*' «^^li^' S" '' ''"'^ emplojcr , toutes le» fol» qua 
l'étoile n'est point compnse entre l'i'cliptii^oe et l'équateur; ».• que le» quadrila- 
tères des figuré» I et. 3 peuvent ,„fiilie auires usages, servir à résoudre ce» deux 
questions giinëralea , dont chacuue en- tonlieiit quatre particulières ; 

It'^ De cet qùatrt choses ; les iicUnaisons , la différence des asetmlons droites , 
et la dislance angulaire de deux étoiles , trois qui^eonques étant connues ^ àè^ 
terminer la quatrième ? 
a." Dt tes quatre fhottf : le» Uttiludes , la différence dtt lon^tuder de JtU9 
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4. Pour Bxer les idées , nous allons considérer le «^drilatère spbé- 
rique bi-rectangle sous ce dernier point de vue. Mais , pour abréger» 
nous désignerons : 

Far E . 4 . . l'oblitjuît^ de l'écliptique , ou -l'angle AXX'i 

Par S .... l'angle de position » ou l^mgle PSL; 

Par A . . . . l'ascension droite .de l'astre , ou l'arc A£ j 

ftr A'.... la dëélinaison de l'aMie, 06 l'are ASj 

Par L ....la longitude df l'astre, ou l'arc £L; 

Par I/. . . . {9 latitude-de l'ast^ , ou l'^arc SI^. 

5. Prolongeons le eété AS jusqu'en P^,, pôle de l'arc AE; prolon- 
geons de même l'arc SL jusqu'en Q , p6te de l'arc EL; et menons 
les arcs, de grands c«rcles £P , £Q ,'PQ : ks quatre arcs AP , EP, 
LQ , EQ, seront ainsi des quarts de circonférence j et l'arc PQ sert 
la mesure de l'angle PEQ, égal .^ l'angle A^L. On aura» pr con- 
séquent, dans le triangle SPQ , 

Le côté SP=9o<>— A'; 
Le côté SQ=90*'H-L'î 
Le côté PQ=E î :■■.■■, 

itwiesytt iewr ii»m»a angtUirt ^ wo" .futlam^ius iiant.eta^Mt.,- Mtermintr 
la quatrième? 

On peut, au surplus, i ces deux questions, substituer la suivante , plus gën^ 
raie, qui en Oinu^read fingt et une parlîculières , et peut fournil^ ^uarante-deu» 
formules : 

De cej lept chosei:tej diclinaitonS) les latitudei, la diffiitenee Jet ascensiom 
droites , ctîle des tongiuides, et la distance angulaire de deux étoiles , cirt^ 
futleonquet étant cùnmmt , dittrmfur les deux autres ? 

( Nete des éditeurs. ) 
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L'angle PSQ=S; 
L'angle SPQ=9o''+Aî 
L'angle SQPsgo"— L.' 

Ainsi, le triangle SPQ sera entièrement représentatif du quaânlf 

tère bi-rectangle AESL; tous les angles et côtés de l'un se retrou- 
veront dans les angles et côtés de l'autre. 

6. Appliquant d'abord au triangle SPQ le théorème par lequel , dam 
tout triangle spbérlque , les sinus des angles sont proportionnels 4 ceux 
des côtés opposés , on aura les trois proportions qui suivent : 

(i). Cos.A':Cos.L=Sin.E:Sîn.Si 

(2), Cos.L':Cos.A=Sin.E:Si.n.Sî 

(3). Cos,A:Cos.L=Cos.L':CosA'. 

La dernière proportion se tire immédiatement des deux triangles EA9 
«t ELS f rectangles en A et L ; ils fournissent : 

Cos.ES=Cos.EA.Cos.AS; 
Cos.ES=Cos.EL.Cos.LS, 
d'où l'on tire : 

Cos. A. Cos. A' ==G)S. L. Cos.L'. 

7. AppKquant ii ce même triangle SPQ le théorème en yertu dit- 
quel on passe des trois cutés, supposés donnes, aux trois angles du 
triangle, on aura les trois équations qui suivent: 

„ ^ Co«.E + Sin.A'.Sin.L' 

Sin.A'+Coi.E.Sin.L' 
(5). Sm.L = — ^. _„ „ i 



dbvGoo^^Ie 



BI-RECTANGLE. i65 

'^ •' Siu.li.Co». A' 

Ces \Ttns formules renferment la solution du prohtème qui suit : Con- 
naissant la déclinaison et la latitude d'un astre , trouver sa longi- 
tude , son ascension droite et son angle de position ? 
S. De ces trois formules , on tire de plus : 

( 7 ). Cos.E =Cos^.Cos.A'.Cosa/— Sin.A',Sin.L' ; 

(8). SinA'=Sin.E.Sin.L. CosJ/— CosX SinX/ j 

( 9 ). SinX''= Sm.E. Sin.A. CosA'— Cosj:. Sin A' . 

An moyen de la seconde , on déduit la déclinaison de la longitude et 
de la latitude ; et la troisième fait connaître la latitude > lorsque l'as- 
cension droite et la déclinaison sont données. 

g. On connaît de même les formules moyennant lesquelles on trouTC 
les côtés d'un triangle sphérique dont on connaît les angles. En les 
appliquant de même au triangle SPQ , on rencontre \ts expression*. 
Httérales qui suÏTent ; 

_ Co«.?t— Sin.A.Sin.1, _ 
Co».A. Coi.L. * 

«. . , an.l^Sin.A.C(»fcS 

, ^_ Sin.A— rovS.Sin.I. 
* '' Sin.â.Co».L 

Elles renferment la solution du problème : Connaissant la longi- 
tude y F ascension droite d'un astre , et son angle de position , trouftT 
sa latitude et sa déclinaison, 

10* De ces trois formules, on tire encore celles qui suivent: 

( i3 ). Co3.S=Co8JU Cos.A.Cos.L-t-SinJV.SinX ; 
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( i4). SinX=Sin.A'.<k)S.A.Sin^-|-Sin.A.Co5.S ; 

( i5). Sm.A=Sin.l/.Slii.S.Cos.L+Cos.S.Sin.L . 

La première est remarquable : elle apprend i trouver l'angle de po- 
sition , lorsqu'on connaît la longitude et l'ascension droite. 

II. Appliquons de même au triangle SPQ les formules qui font 
trouver deux angles d'un trlanglf: spherique dont on connaît le troi- 
sième et les deux côtés qui le comprennent ; on parvient à la solu- 
tion des problèmes qui suivent. 

£n regardant comme donnés les deux côtes SP et PQ, et l'angl* 
compris SPQ, on aura : 

(■6). T.n6.L= -^ ^ ; 

(„).. c^^3^c...*-.Co..M-«...A.s;„.v^ 

Ainsi, connaissant, outre l'obliquité de l'écliptique , l'asoensioD ■droit» 
et la déclinaison d'un astre , on trouvera , par ces tormules , sa lon- 
gitude et son angle de position. 

En supposant ctonoés les deux cotés PQ et SQ , et l'angle com- 
pris PQS , on aura : 

(■«)• co'-s=- s!iÈ ■■ 

Sin.E.TBnf;.T/+S;n.î-. Cos.E 
(19). Tang.A= ^-j- . 

Ainsi , connaissant j outre l'obliquité, la longitude et la latitude d'un 
astre , on trouvera , par ces formules, son ascension droite et son ai^gle 
de position. " 

Considérant enfin comme donnés les deux côtés PS et QS , et l'angle 
C9mpm PSQ, on aura : 



dbyGoo^^Ie 



bi-rectanglï;. i9f 

< „, , Tans A'. Co».T/+Co».S. S'n r/ 

(^X T»-«i= ;-; : 

12. Appliquant aussi au'trîangle SPQ les formules qui' apprennent 
Il trouver deux C4>tés d'un triangle spkérique , dont on connaît le troï- 
siâme coté et les deux angles adjacens ; oa parviendra k la soiuttoa 
des problèmes qui suîveut. 

En regar4ant comme donnés le côté SQ avec les angles adjacen» 
PSQ et PQS, on aura: 



( 23 ). C0I.E = 



CoI.S.Co9.r^— Sin.L.Sîn.L' 



(23). Tang.A' 



^_TanK.T.. Sin.S— Co».S. SJn.IV 



En supposant donnés' le côté PS arec les angles adjacens PSQ et 
SPQ, on aura : 



( 34 ). Cot.E= 
(25). Tang.I/=' 



Cot.S. Co».A— 5in.A. Sin..V- 
TanfrA. Sn-S^CotiLSiiLA' 



Considérant enfin connne donnes' le cdté PQ arflc Ict deux angles 
•djacens PQS et QPS, on. trouvera : 

(.6). Tang.A^= ^.^^ ; 



(27), Tangi'= 



Tang.A. Co».L — Sîn.L. Cos.E 
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Elles nous apprennent i trouver la latitude et la déclinaison d'na 
astre dont on connaît la longitude et l'ascension dioite. 

1 3. Les problèmes dont nous venons de donner la solution sont as 
nombre de trente-six. Nous allons en donner l'aperçu dans la taUe 
(jui suit. Nous rappellerons encore que nous désignons 

Par £ j . . . . l'obliquité de l'écliptique ; 

Far A , . . . . l'ascension droite } 

Far A' » .... la déclinaison ; 

Far L , .... la longitude ; 

Par L' , .... la latitude ; 

Far S l'angle de position. 

Dans les quatorze premiers de ces problèmes, l'obliquité de l'éclip- 
tique est au nombre des quantités données, et l'angle de position n'en 
est point} savoir: 

Data, Çuasita. 

E, A, A', L. (i6). 

E.A.A', L'. (9). 

E, A, A', S. (17). 

E, LiL', A. (19). 

E, L. L' j ^ A'. ( 8 y. 

E, L. L' S. (18}. 

Ei A, L » A'. (36). 

E , A , L , L'. ( 27 ). 

E, A,L , S. (i3). 
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Data. Quasita. 

E, A', 1/ A. (6). 

E, A', I/» L. (5). 

E, A', L' , S. (4). 

E, A , 1/ , . . S. (a). 

E, A', L , S. (i)- 

Quatre autres problèmes soot compris dans la proportion (3), en 
Tertu de laquelle le produit des cosinus de l'ascension droite et de la 
déclinaison est égal i celui des cosinus de la longitude et de la la- 
titude; il en résulte que, connaissant trois de ces quatre quantités» 
(m peut toujours trouver la quatrième par une simple règle de trois. 

Dans les yac/Tf problèmes qui suivent,' on suppose qu'outre l'obli- 
quité de l'éclîptique et l'angle de position , on connaît l'une des quatro 
quantités A , A^ , L , L/. On en trouve la solution par l'une ou l'autre 
des proportions ( t ) et ( 2 ). 

Enliii , dans les quatorze derniers , l'angle de position est au nom^ 
bre des quantités donn^, tandis que l'obliquité de l'ëclipUque o'ei^ 
•st pas , savùr : 

"Data* Çatesita» 

S. A» A'', L. (14), 

S, A, A', I/. <35). 

S, A, A' , -i E. (24)* 

S, L, 1/ , A. (i5). 

^-' '^, S, L, 1/ , A'. (33). 

S,.L»L', . . . ,' E. (23). 
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170 QUADRILATERE SPHÈMQUE M-RECTANGLB. 
Data, Quasitû. 

5, A, L , ■. A', (il). 

S, A, L , . . . . .-. .-, ..... L'. (iî). 
S, A, L , E. (ip). 

S, A', 1/ , . i . . . 1 . . . ^ ^ . . A. (ai). 

5, A', I/, L. (20). 

S,A',1/ E. (7). 

6, A , L/ E. ( 2 ). 

S, A', L , . . ., E. ( I ). 

i4. Le but de ce mëmoîie est de faire voir comment, par des îtif- 
inules faciles et simples , on peut toujours déterminer trois des ùx 
quantités £,A,A',L,L^.S. lorsqu'on connaît les trois autres; 
et que la solution de toutes le* questions qui s'y rapportent , ne 
lûp^ose-, dans tous les cas , que la simple connaissance du triangle 
>phâ*ique. 
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STATIQUE. 

Recherches nouvelles sur les conditions décjuilîbre , dans 
un système libre, de forme invariable ; 

Par M. Gehgohne. 



«J 'ai donné , aa commeocement de ce volume {*), une mëthode par 
laquelle on pâment directement aux conditions de l'équilibre , entre des 
puissances dirigées d'une manière quelconque dans l'espace , et appli- 
quées jt des points invariablement liés entre eux. 

Cette méthode consiste à introduire , dans le système , des puissan- 
ces arbitraires y mais telles néanmoins que , soit en les composant en- 
tre elles , soit en les combinant avec celles du système primitif , on 
•oit également conduit à une résuJianîe effective (**). On conçoit 
en eHet que , pour parvenir aux conditions cherchées , il n'est plus 
alors question que d'exprimer que la résultante du système modifié 
est identiquement la même que celle des puissances arbitrairement 
introduites. 

Pour assujettir ces puissances arbitraires ^ la double condition d'à- 
Toir à elles seules une résultante elFectîve , et d'en fournir une aussi 



(•) Pig* 4 et tiuTuite». 

( ** ) 3'etnplois ici cette expreMion pour d^ù^ncr uns réuiltantc qiû n'cft pu 
«PpKqiite à une £uaoce infini*. 
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par leur combinaison arec les puissances primitiTes ia système , j« 
ne suis trouvé oblige d'établir six. ëqnations entre les premi^«s (*). 
J'ai prouvé que , dans tous les cas ^ ces équations ue seraient pas suf- 
fisantes pour déterminer les grandeur et direction des puissances in- 
troduites ; et j'en ai conclu que les condidons exigées pourraient tou- 
jours être satisfaites , et même d'une inBnité de manières diiTérentes. 
Un savant,- dont j'ambitionne le su/Trage et l'estime, m'a fait, contre 
ce raisonnement , une objection sérieuse que je m'étais au surplus déji 
faite à moi-même, postérieurement à l'impression du mémoire dont 
il s'agit. Cette objection consiste en ce que ^ pour prouver que des 
quantités sont assignables , il ne sufHt pas de faire voir qu'elles sont 
en plus grand nombre que les équations qui les lient , attendu qu'un 
problème n'est pas. toujours possible par cela seul qull est indéterminé, 
et que souvent , dans ce cas , ses conditions ne peuvent être remplies 
qu'au, moyen de certaines relations entre les données qu'il renfenne. 
Afin donc de mettre celte théorie à l'abri de toute atteinte , il eût 
été nécessaire de prouver que les équations que j'avais établies ne se 
trouvaient' pas dans le cas d'exception que je viens de mentionner; 
et il s'offrait , pour parvenir à ce. but , un moyen bien simple , en 
apparence: c'était de sortir de dessous le signe £ les six indélerminées 
A', B', Ci A'', B", C"t d'en chercher les valeurs en fonction dei 
données et des autres arbitraires du système, d'en conclure les valeurs 
de A-|-X » B-f-Y , C-J-Z , et de prouver qu'à l'aide de ce que ces 
dernières valeurs renfermaient d'indéterminé , il serait toujours posslbl* 
de faire en sorte qu'aucune d'elles ne devînt nulle. 

Mais , en examinant la chose avec plus d'attention , je ne tardai 

pas d'apercevoir .que .cette, voie de démonstration m'engagerait dan» des 

calculs et des discussions qui feraient perdre à mon procédé une grande 

partie de la brièveté que j'avais principalement eu en vue. 

- J'ai donc préféré revenir sue Je fond même de la méthode , et* JB 

('} Cet ^(juaiion; ,qiiî w trouvent aux paget d et 9 du némein tj *aat H- 
tàffiéetfu CI) et (II). ■ ^ 
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fuis parvenu tinsi i lui donner une extrême simplicité. C'est Mus cette 
nouTelle fbrme qae je t»s l'exposer , en supposant toujours connues 
•t la composition des forces qui concourent en un point ^ et celle de» 
ft>rce3 parallèles , dans le cas où elles ont une résultante unique et 
•ffec^TC* 

LEMME I. 

■ ■ Ouds aue soient le nomire et la nature des puissances ^un sys- 
tème , ce système peut toujours être réduit à deux puissances effec~ 
tives au plus. 
.3 Démonstraiion, I. Sôit imagina un plan ^ situé comme on le voudra 
par rapport au systime, et soit 'décomposé chacune des forces quî" 
pourraient lui être parallèles^ en deux autres qui ne le soient pas; ce 
qui pourra toujours être -fait d'une infinité de manières dîfFérentes. ' 
foutes les forces du système rencontreront alors le plan arbitraire. 

' - U. 6oit «décomposé' ehaque. force , ru point où elle rencontre ce plan, 
en deux autres , dont l'une y soit contenue et dont l'autre lui iiôit' 
perpendiculaire. Par ce procédé , tout le système se trouvera réduit 
à deux groupes de forces dont les unes seront dans un même plan , 
tantUs que les autres seront perpendiculaires à ce plan, et conséquem- 
ment parallèles entre elles, 

lU, Les puis^Qces de cette dernière sorte pourront toujours , comme '• 
J'^ii sait f itre réduites à deux au plus lesquelles , étant parallèles en- 
tre elles ei aux composantes , seront dans un même plan perpen^- ^ 
cttkin au premier. - Si , au cfmtraire, elles peuvent se composer 
•n one seule, on pourra toujours, par la directionde celle-ci , con- 
duire .un plan , qui seta également perpendiculaire à l'autre , mais 
doot alors la situation demeurera indéterminée. Ainsi , dans tous les 
cas , les puTsaanees du système pourront être réduites à des forces 
cflntsnnes dans deux plans perpendiculaires entre eux , et se coupant ' 
eoRMiquemment suivant une certaine droite. 

lAC Soît pria arbitrMreniflnt -deun -points sur cette droite j et soit ' 
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pris j aussi arbitrairement, uo 'point sur la direction de chacune de» 
forces comprises dans l'un «t l'autre plans , dont elle est l'intersec- 
tion ; eu joignant chacun des points de la dernière sorte aux deujc> 
premiers par deux droites, chaque force pourra être dëcomposëe en 
deux, antres , dirigées suivant ces droites ; et , cette décomposition 
faite , toutes les puissances du système se trouTeront réduites à deux 
groupes de forces qui , dans chaque groupe , seront appliquées à un 
même poînL 

V. Or des puissances qui agissent sur un même pcûnt , peureot ton- 
jours , si elles ne se détrmsent pas., être composées en une seule , 
agissant aussi sur ce point ; donc , par l'effet de cette dernière opér»-- 
tioa , le système. se trouvera réduit , comme l'annonce la pxopontion, 
i deux puissances effectives, au plus. 

On peut même dire généralement qu^ , d;ios tous les cas , le sys-' 
tème se réduira en eJIet à deux puissances , en sous-entendant qo» 
l'une ou . l'autre , ou toutes les deux peuvent être des puissances nul- 
les , appliquées k des points quelconques , suivant des directioiB ar- 
lutraires^ -, , , ,. 

LEMME II. 

Pour que deux puissances se fassent èquilihre , il «/ nicessairs 
J»^ il suffit qu'elles soient égaies ef directement apposées.- 

Démonstration, Comme il est de soi-même évident que deux puis- 
sances se font équilibre , lorsqu'elles sont égales et directement oppo»'' 
sées , il oe peut être question ici que de prouver que l'équilibre nt ' 
peut subsister entre deux puissances . que dans ce cas unique. 

Or, les deuft puissafoces peuvent être ou n'être pas dans' un même 
plan ; et , lorsqu'elles y sont , elles peuvent ou agir suivant une même - 
droite , ou cçnt^urlr en un mênut point ,- ou enfin i être parallèles ; ce 
qui fait en tçnt quatre cas que nous allons considérer successivement. 
1. Deux puissances qui agissent suivant une même droite ayant une ; 
résultante égaler à leur somme ou à kur dîiTérence , suivant qoWles 
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agissent àaxiS le mime sens ou en sens contraire , cette i&ultante ne 
peut être nulle , et conséquemment il ne peut y avoir équilibre , k 
{noios que ces deux piûssances ne soient égales et agissent en seni 
«ontraire ; ce qui est le cas indiqué dans Ténoncë de ta proposition. ' 

II. Si deux puissances concoiu^it eu un même point , elles auront 
upe Fésultante représentée , tant en - grandeus qu'en direction , par 
la diagonale du parallélogramme construit sur les grandeurs et direc- 
tions de ces forces ; et , comme cette diagonale ne sera jamais nulle ,. 
il s'ensuit que jamais de telles forces ne pourront se faire équilibre. 

m. Si les deux puissances sont parallèles , et qu'elles agissent dans , 
le même sens , elles auront une résultante égale à leur somme , et coït- 
séquemment elles ne seront pas en équilibre. 

Si , agissant en sens contraire , elles aoal inégales , elles auront utie' 
résultante égale à leur diiFérence , et consëquemmeat elles ne seront' 
pas non plu» en équilibre. 

SI enBn , agissant toujours en sens contraire , elles , sont égales , 
elles formeront alors un toupie ; et on sait qu'un tel sjrstème ne sau- 
rait être de lui-même en 'équilibre (*). , 



(*) Si j'ai^ela ici celle âcnii^re f roposkioD > ce n'eti p»a cependant (}ii^ je la r^, 
^l'de comme sufEsamment établie daits le« ëlémeiu de atalique qui ont ^të publia» 
jtisqu'à ce jour; je crois même <|u'il est extrêmement dU£ciie,pour ne paa dire 
impossible , de la prouver nettement à priori. i 

BeaDcOLip d'auteurs se sont contentés de la déduire . des formules qui donnent le* 
^randcar et situation de la résultante dtt deux forces qui ^^ssent parallèlement et 
\ en leni contraire ; mais > outre que , pour que ce moyen de démonstration iîlt 
concluant , il Faudrait proirver qu'une résultante, téro ,' appliquée à une distance 
infinie, ne peut £tre remplacée par la même résultante appliquée k une distance 
£uie. Il n'est pas exact , en général , d'appliquer det formules k un cas pour lequel 
elles n'ont pas été construites, et lé problème) si coruiu , de* deux lunpjèrea , montre 
^u'iine pareille application peut souvent conduire i des conséquences absurdes. Mais 
ca durnier problème peut du moin* £,tre, traité pour le cas particuUer «{t les intensité* 
des deux lumières sont égales, et on obtient ainii le résultat qui convient vériialile- 
menl A ce cas ; tandis que , si l'on applique ft la composition de deux forces égale* . 
.'tt parallèles , agissant en sens contraire , les rùonnemeus .qui conduiKnt Ji ia 
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IV. Considérons enfin le cas où les deux puissances ne penvent être 
comprises dans un même plan j soit P et Q ( fig. 5 ) ces deux forces; 
XZ et TV les plans parallèles qui les contiennent ; et AB la perpen^ 
diculaire commune à leurs directions ; soit enfin BN la projection , sur 
XZ , de la direction de P ; soit fait , dans ce plan , l'angle NBQ'= 

réauIlBnle de ces force», lorvqu'ellet sont inégales, il lera impMNble àe parremr 
i aucune conclusion. 

Cest sans doute parce qu'il a senti cette difficulté , que M. Poinsot , qui araît 
nn grand intérêt il bien établir r^tte proposition , sur laquelle repose toute sa stati- 
que , a cm devoir étayer , par divers ralsonnemens , les conclusions que lui avait 
fourni le calcul ; mais ces ràsonnemens portent principalement sur ce qu'un 
même système ne saurùt admettre doux résultantes distinctes , ou , en ^autres 
termes , sur ce que deux puissances distinctes ne saunûeat être équivalentes : pro- 
position vraie dans tous tes cas, et évidente dans un grand nombre, mais qui 
cesse d'être telle , lorsque le« deux puissances , étant égales et parallèles > agii- 
•ent dans le même sens. 

Loin qu'il soit évident de soi^nêmeque deux puissances égales et parallèles, 
agîuant dans le- m£me sens , ne sont pas équivalentes , et ne peuvent conséquem- 
ment être substituées l'une i l'autre, il serait, au contraire ^ iâcile de pronver, 
par un rai^nnement très-spécieux, qu'une puissance peut être traa^witée ea m 
point quelconque parallèlement i elle-m&ne. u Lorsqu'une puissance est appliquée 
p i Fun des pointa Jun corps m , dîrait-on , u son action sur ce corps ne peut 
K être, en effet, que de faire avancer ce p<^t en ligne droite, suivant sa direction, 
» et GOnséquemment , par la liaison des parties de ce corps , de faire décrire 
w il tous les pointa qiù le composent , des droites parallèles avec des vitesses égales ; 
r> résultat auquel on parviendra parei lieraient , en appliquant la piûisancc dont 'i 
» s'agit A un autre pwnt quelconque , pourvu qu'on lui conserve sa grandeur et sf 
p direction, tt 

On ne saurait même douter qu'il n'en ddt être ainsi , pour une force tmïqo» 
appliquée i on corps dépouillé de masse , du moins tant que ce corps serait parfai* 
tement libre, mais non point- pour p!u«eurs forces; puisqu alors feffet que chacune 
d'elles tendait à prodmre se trouverait contrarié par l'action des autres; et , s'il n'en est 
pas ainsi , dans b nature , pour nne force unique , appliquée à un corps parfaite- 
laent libre, c'est seulement parce que U masse de ce corps donne naissance à 
luie force «fmertle qui eonlrarie l'action 'de celle qui lui est appliquée. 

On Terra, «u surplus, dans la note suirante* que la théorie qu'on expose kî 
peut être rendue indépendante de toutes ces difficultés, 

NBQ, 
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-Î^BQ, eï soit appliqué au point B, suivant BQ', une forée Q'=:Q ; les 
deux puissances Q et Q' étant dans une situation absolument scmbla- 
jble , par rapport à P , si Q pouvait faire équilibre à P, ïl en devrait 
4tre de même de Q' qui , par conséquent j serait équivalente i Q j donc 
.la puissance Q'' égale et directement opposée à Q'', et lui faisant coti- 
. séquemment équilibre , devrait aussi faire équilibre à Q ; donc enfin 
deux puissances Q et Q" , concourant en un aiéme point B, se .fe- 
raient équilibre , ce qui est absurde ( II ). Ainsi , le cas où deux puis- 
sances sont égales et directement opposées est Tonique où elles se fas- 
sent équilibre ( * )• ' , 

FrqBlème, : 

Déterminer les tondîtions nécessaires et suffisantes pour téquiti- 
ire entre les puissances d'un système de forme invariable , abso/u^ 
ment libre dans l'espace? 

Solution. Il vient d'être prouvé ( Lemme I. ) que tout système peijt 
toujours, quelle qu'en soit la nature , être réduit à deux puissances: 
cHecItves; et (Lemme II.) que, pour qu'il y ait équilibre entre deux 



(*) Voici comment celte importvite propo«itîoft[>eutéUe dëisoiitiée,ïndëpendai*- 
nent (le U considiraiion de* couples. 

U ett d'abord ëvfdent que , li de* pa!s*<ncea M font équilibre , feur âjuilîbre 
ne poum être rranbU par fiatïb<lttCtion dans leur s.ysl^e, d'un axe fixa, auiou*' 
diHjuel ce «jr«Ume ne -ptHise prendre qu'un mouvement de rotation y d'eA il mitutie' 
que , « de* puissances ne se font pas équilibre autour d'un lel axe , re<],uiiibre n'aura 
pas plus Iteu cnire elles , si cet axe cesse d'exister. 

Or, excepte le cas parlicaliet où deux puissances agissent suivant Ta m^meJroite, 
«t pour lequel h proposition à ëlablir est évidente d'elle-même, il n'est pas dilBcHe 
i» se conviincrequ'iï est leujours possible d'introduire dani'leur S)rstcmeun axe fixe 
teUen^ent situé qkie ces puissances tendent tontes deux i^ pi-oduirc , dans le même 
sens, un mouvement de rotation autour de cet aso , et tendent cona^quemmenf à- 
produire un mouvement électif. Si d'âne elles ne sont pas m^me en ûquJlibre auloup 
d'un Ixe fixe , elles ne te seront pas ^ i plus forl* rwson , lorsijii'eUc* auront toute 
Kberté d'agir, 

3cm L 2i 
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puissances , U est & la fois nécessaire et suffisant que ces cleax, puis- 
sances soient égales et directement opposées. 

On peut donc dire , d'après cela que , pour qu'il y ait équilibre , 
dans un système de forme invariable , absolument libre dans Ves- 
pace , il est nécessaire et suffisant que les deux puissances auxquelles 
il peut toujours être réduit , soient égales et directement opposées. Il 
ne s'agit donc , pour résoudre le prohlème proposé , que de traduire 
cette proposition en analisc , et c'est là une chose extrêmement facile, 
comme on va le voir ; 

Soit en effet P, P', P", > des puissances dirigéta dans l'ps- 

pace d'une manière quelconque , et appliquées à des poînU invarîa- 
blement liés entre eux ; soit x' ^y' ^ z' , les coordonnées rectangulaires 
du point d'application de P' ;, soit de plus X', Y', 2/ , ses compo- 
santes parallèles aux axes, et soit adopté des notations analogues pour 
les autres puissances du système. 

Soit réduit ( Lemme I. ) tout le système à deux puissances seu- 
lement; soit t , u , f , les coordonnées du point d'application de la pre- 
mière ; T , U , V , SCS composantes parallèles aux axes ; t' ^ u' ^v' , 
les coordonnées du point d'application de la seconde et T',U',V', 
ses composantes parallèles aux axes. Par le principe de la compoîî^ 
tion des forces parallèles , nous aurons : 

T+T/=2(X0 , Tu-|-TV=£(Xy) , Tt-f-TVrrSCXV) . 

U+U'=2(Y0 , U^4-UV=Ï(Y'*') , Vt-\-Wt'^%(Y'xf) , 

V-+.V/=S(Z'), V;+V'// = S(Z^a/), V«-f-VV=£(Z'/0 (•). 

(*) G>iimie, par le Lemme I , ces ^quaiions peuvent toujours être «altifaitri , 
■I en réduite cette conséquence anaiilîque, qui peut trouver quelqueTuis son appU- 
cation , savoii' : que ai , entre des indéteiminëes X , Y , Z , X' , Y', 7/ , x ,yy s t 
x' I j' , *' , et \ei «{oantitÀs connuei quelconques a, ^,c, J, «, y, ^}A,fc , ont 
ks neuf équations: 

X4.X'=«, Xy+Xy=d, Xt+X't'ssg, 
y+Y'=J, y^-f.Y'*'=e, Yx+Y'x'ssh, 
Z+Z/ïw, Zx+2/x'^/, Zy+7/f =JLi 
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Prësentement , pour qull y ait équilibre dans le système , il est né- 
eesuiré et il sutHt ( Lemme II. ) que les deux puissances auxquelles 
rnius l'avoDs réduit soient à la fois ëgalcs et directement opposées: or, 
èe!a e.xige>d'aI)Ard queles composantes dechaciine, parallèles aux axe», 
ne diffèrent : des composantes de l'autre, parallèles aux m£mes axes, 
que par le signe seulement; ce qui donne 1.° 

T'=— T , U^=— U , V'=— V ; 
iflimlnant T' , U' , V'-, des neuf équaUons ci-dessus , au moyen de 
celles-là , elles deviendront : ■ . 

. 2(^:1=0 , U(»^-.^)=£(YV) , U(/— /') = ï(Y':rO , " 

s(Z')=o . v(/— /o=ï(Z'a:0 , v(b— «o=s(Z'rO • 

A^ojs 1 1^ deuç puissances .ëtant égales , parallèles et agissant en sçrit 
contraire , il sufHra , pour leur équilibre , qu'elles aient un point com- 
mun ; c'eat-f Jv-dire-v S*^'*' s^ra que les coordonnées de l'un des point* 
de la direction de l'une satisfassent aux'équallons de l'autre ; or , l'iiac 
fl'eUes a pour ses, équations: 

et , comme t^ ^ i/, p', sont les coordonnées de l'un des points 6é la 
direction âA l'autre, <m devra avoir- 2.' ^ ' 



V(i/-<)=TC.'-.) .. I ; f V(/-/')=T(.— »v) , 



^minant les bînon^es / — t^ et B— 1/ des équations ct-dessus , au morea 
de celles-là, et faisant en outre, pour abréger, T=ctV et U=«V,: 

elles deviendront : 

CM équations ne «eront jamau imposublei , c'eK-A-dire, qu'on pourra toujourvjt»- 
lirf»ire par de* valeurs r^ellu et £mei dea indëlennin^ea qu'elles renrennent. 
. Il en aéra donc de mime de tout syalème d'é^ualiona déduites de eellea-IA , par f À- 
bnination de ^uel^ucanuiea d<a vuiaitka satre leaqueUes «Uaa ^labLueat dei relationa. 
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S(X')=i) , m/iV(.— ^=S(Xy) , m V(i— ^=S(X'z') , 
ï(Y')=o , nV(i— p')=S(YV) , ro«V(i^-.^=i,(y'j;') , 

.S(Z')=o , »iV(,^^)=S(Z'itO , nVj;»— V)=iS(Z<j-') i 

diminant enfin, entre ces dernières, les trois quantités:^' 

étrangères au système primitif, on obtiendra ainsi les six équations: 
ï(X')=o , S(Y'z')=S(Zy) , 
E(Y')=o , ÏCZ'»0=S(X'z'),',' 
ï(Z')=o , E(X'^=Ï(Y':.^ i 
lesquelles expriment conséquemment les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour réquilibre de ce système. 



GEOMETRIE ANALITIQUE. 

Méthodes directes pour résoudre , dans tous les cas y 
cette question :-^Kaat donné d'fap^/et^de- position sur 
un plan, une courbe quelconque dii second degré, plar-. 
cée comme onvoudra,. par rapport aux axp? des coor- 
données; établir l'équation numérique de cette courbe, 
relativement à sa situation acluelle ? 

tar M. Raymond , professeur de mathémafiquesr au collège 
de Chambéri , membre dé'plusieurs' sociétés savantes. 

A MM. LES RÉDACTEURS DES -ANNALES. 

Messieurs, '.■'.'''/ 

Xj'ahticle que j'ai l'honneur de vous adresser est sains doute de ^en 
d'importance ; maïs vous avez annoncé que vous d^nnerle^ sur-tout 
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Totre attention aux vues qiii.»uraient pour.objet l'utilité et la sim- 
plicité de l'enseignement des mathématiques ; sous ce rapport , j'ai 
pbnsë^'quQ-'tvus ned^aignénei'pas quelques détails 'propres*^ abré- 
ger les recherches des élèves, dans la matière dont il s'agit. J'ai dono- 
l'honneur de vous transmettoe ces délaîts , en attendant que je puîsso. 
m'occuper de quelque objet plus digne d'intéresser vos lecteurs. 

Les traités élémentaires de MM. Lacroix, Iffiot , Leffançais, Gar-~ 
nier, etc., fournissent bien 'aux élèves, les données nécessaires pour 
la solution de la question iilverse de celle posée ci-dessus, savoir, de 
la question ; Étant àonnÈB une éfjuàtion numéritjue •4fuelc<m<faé' , âu^ 
second degré, déterminer F-espèce et h position de la courbe à la- 
tfueUe elle appartient , et construire cette courbe grapAf^_uement ?■ M^^ , 
ces ouvrages. ne-„(Uuuient. aucun. inoyen_ direct d'an;iver à la solution 
de la premièrç-fjijestiop., et il 'est néï^ssîte poo» les-ét*fçs de la sa- 
voir résoudre en général et avec facilité". Noua allons donc nous ea 
(Ôocui^er' 'successiVertient ;■ pobr chaque esj^c de courbe.'"' '" ' 

]. "Commençons par rap^ter que Téquàtion générale : 

-^ ■ ' ; ; '. ;' -::■•■. ■ ".n-'l -h -jr.i'hn ■.'.-r,.T al 

ytant r^lue par rapport à j-;-prat-étefe- ipise- sous cette forme : 

s^ et x^' représentant les abscisses des limites, dans te sens des ^rj, 

auquel cas le diamètre de la coi:^ ^ d to»-ltf! même sens, a pour 

équation : i— '.; 

B D ; i>t>'h 

.. ^,._^^,^__^^^ ^ 

■■•■'■ - \ ^^-- . -^ 

Lia résolution , -par rapport .& x , donne les résultats analogues j 
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. B E 

i, u' Pùtir tdlifsr. Soit IVtlIipx \WU ( %• S ) disposée de )«U^ 
manière qu« l'osait: ^,; ■ 

AD=- , AE=i, AB=i, A6'=8, OL=i. 

a , 

3e diamètre Dl' iura pour équation : . . 

■ . 3 3 ■ . 

„ ,;^. /=-i^t;,- , ,;.■: . ,: 

«ubstituant dottG> «ou9 le radical, .I«s .ralcu» : . t : .. ' 

*/=— 4 , ^'=^-8- , - ' . 

l'équation totale devientlra ; 



r-^^l, --|*//ffl=pi(^+i)(*+«). 



Uettant sous le ndital la valeur de' x relative au centre O. de la, 
courbe et faisant aioâ : 

.*=AC=— 6, 
la partie radicale de l'ordonnée exprimera alors la valeur du demi- 
diamètre OL 1 et l'on posera par' coo^iiquenf : ' 



-'^2^><w=f,:- '\ 



ce qui déterminera la velew Oomenqae *du factenr -^ '— ; 
d'où: 



Isolant le radical , élevant tout au carré > transposant et rëdulsaol ^ •• 
aura en£n : ,-■'"■ \ . ^ • 

' i6yM^a4a3^-l-a5*Mr48r-l-2»8*4-54€=?o j 
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j^ouatioii cherchée , dont'«n. çoit^Ritera l'exactitude par la" ^ueuùîon. 
Le procédé serait absolument semblable , n Von dùinait les limites 
de Ij' ceufbk . ^^:-ie ^na ^^ jr. 

3. ^it O ( fig. 7 ) un point considéré comme le z^uhal.de la co|k 
traetion d'une ellipse réduite à ce point ; soient : 

AD=3 , AE=2 , AB=5. 

L'éijàa^on dtf àimatxn BO-seraï ■* ' : -" 

"■" jr—x+.i. , , „. :. .. 

On a ieî : ■ • 

,d'où': , -; ' .■ . : •,_ ■ ■ ■ 

en substituant l'abscîsse relative au cenfre .^ ^m est de même râleur 
que la limite uni<)ue , et ebserrant qofi tout diamètre de la courbe 
est nul t on trouvera : ■ ■ ■ , 

B»— 4AC_ e ' 

"~4Â^ ■* 
ce qui nous apprend qu'on peut donner à c« facteur la râleur qu'on 
voudra. Nous choisirons la plus sîmpfe , et » attendit qu'il est toujours 
négatif -f-danfr-l'elUpse, nmxric'ferims'^'-^iy'nôus'aiaÏQâiâmsiT^ 



isolant le radical » élevant au cam! ', transposant et réduisant, il viei^- 
dra enfin : 

(*) Il est facile de ae rendre rauon de l^ndëtelnmnation qu'on rencontre tci pour la 
vaUurde— 77 ; «1 en efict on poie ce coefficient fcs>-^fti , 3 tittidr» : ■ 

d'où , en trvupoMot et fusant ^i^ntlire le radical , 
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4. 2.' Pour Hyptriole. Soit vue byperMsi disposa comut dalu 
^la.fîg. 8, et teUe:qu'oii ait;, 

AD=i,'AE=3, ABi=6 , AB's:! , OL='3. 
'L'^quatiûn du diamètre sera r 

...... ^=i^' • 

»t , à came de x'='i et de x"=.^ — i. ^ on aura pour ila conilie* 

Mettant sous le radical, à la place de jr , la valeur de AC=2, « 
eomparant ce radical, ainsi modifié, à la valeur de OL, prise sonj 
une forme imagmàîrèV par la'râîson que: le second diamètre ne sau- 
-rait rencontrer la courbé , on fera ainsi : 



d'oiï : 



7y(Bx_4AC) 

B«-4AC -- ' 



«■■, ro,^™ „ e., pç.l,it eo™;= ;„. i, .„pp^ i,i ,.„. ^J p^ 4,„ ^ 

^i»e qu'en posant •rfpanfnient -- ■ ^ iwui ecre lau*^ 

etf, plu amplement; . , . m - > 

,r^-*— *=o er a;— 5=ïoj 
i-oùro» ,oi> ç»lé doeae«nl » Afa,^ Je U-mtoe. De f [u. , cm„„ IW . 

■ ■ •■ (I— i). » .r. . ' ■ ' . 
•n deTr^'Moir_,dani:Ie«Maeti»l, 171=^,. ■. , 

; .-. ■.,-,■ ■■'■■■ . i^te àt iàitm-t.1 . 
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ce qm donne* toutes réductions faîtes , , . . . 

g^_6«j-— 83^H-i 8/+3oxH-54 = 0. 
5. Soit l'hyperbole de la fig. 9 , el suppteotu' que l'on ait r • î 
, A0=3 , AE=a ,-. AB=AF=2 , 0L=3. 
IjC diamètre IF, dans le sens des Xy aura pour équation : 

y= — a: — 2 ; 
ce diamètre ne pouvant rencontrer la courbe , les limites AB et Al' 
qui le déterminent doivent être îalroduiles dans l'équation sous la forme 
imaginaire y et il faut faire : 

x^=ÀB\/'^=2\/:^ y y-AiV^=— aj/^ i 
ce qui donne : 

ainsi, on* aura ;'^ ,'.,.. 

Faisant maintenant, sous le radical, jr=o, attendu que l'abscisse re- 
lative au centre est nulle , et "observant que le diamètre LL/ estréel ,' 






'3'^*^'x4=3 , 



d'où : 

:'■ '■!■ • B'-T^tAC 9.- 

Ainsi , l'équalion deviendra : 



=-^-t^|..+9 -. 



A 4^*~|-8xy — 5jr'+i6y+i6x— 20 = 0. 

6. Soit l'hyperlxJe de la'fîg:'lO', rapportée aux asymptotes OS 
et OZ; supposons que l'a^onptote OZ soit parallèle à. l'axe A,Y des 
ordonnées , ce qui annonce déjà que le quarré de y manquera dans 
l'équation cherchée. Soient eiisuile .- 

AZ=AS=3 , AG=Ari=» , AÎP=6 , Âfc=-J.' ' 

. . ■ ■ ^. ■ :■ . ..-, r .. , . . ■ . .,— . . ..... i. . -i^, 

Tom. /. 35 
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L'asymptote 05 aura pour équation : 

y= — 2*4-6 , 
«t celle de l'asymptote OZ sera : 

d'où : y+2* — 6=0 et *+3=o. 

Oïinme ces deux ëquatîons appardennent au système commun des 
lignes OS et OZ , on les combinera par Toie de muldplication et 
l'on aura : 

»y4-2**+3y— i8=o î 

équation qui suflSrait , si l'on ne cherchait qu'à représenter le sys- 
tème des asymptotes dont U s'agit; mais, comme la courbe existe, 
il faut tenir compte des données que fournit sa situation. Or , on volt 
que l'équation tinale doit être telle que, i.° si l'on y fait s^o^ on 
dût trouver : 

d'où ! 3/ — 8=0 ; 

a*" si TtHi y fait y—o > il doit venir : - . . 

*=AG=AH=ia , 
d'où ; 3C*^s^ y et par conséquent , sj:*-— 8=0 ; 

M qui indique que le terme indépendant des variables doit étrevSf 
et qu'ainsi l'équation cherchée sera : 

jj^-2**+3y— 8 = Ot 
Et en effet, outre les deux hypothèses alternatives f=o et^=o, 
qui donnent des résultats convenables , on tire de cette équation -. 

r&ultat qm , dans le cas de ;r=«, se réduit à t 

/=»*-|-6 î 
qui est bien l'équation de l'asymptote OS i parôllement i on aura 
j=ee,M l'oofait jr=— 3,qu)est l'équatkmde l'autre asymptote OZ. 
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7. Soît «ncore l'hyperbole de b fig. 11, doat l'asymptote OS est 
panllèle & l'axe AX, ce ^i feramauquer, dans l'équatloD , le quarrë 

.'àe s i soient , 

AD=AD/=AE=|- , AG=3 ; 

l'asymptote OS aura pour équation , 

3 

et celle de l'asymptote OZ , ordonnée relativement à l'axe AY , sen.^ 

Multipliant ces deux équations par ordre > on obtiendra pour celle du 
système asymptotique : 

3xy-t-3y*— -2jr — r = o. 

Mais , à cause de AG=3 , on voit que l^ypotLèse de ^"=0 entraînera 
la condition x^i y d'où : 

— 2*-J-6=0 j 
ce qui fait voir que le terme indépendant des rariables doit être 4~6r 
et qu'ainsi l'équation cherchée sera : 

3xy^3y' — 2aH-6=o î 
ce qui se vérifiera aisément par la discussion. 

8. 3.** Pour la parabole, £n revenant ii l'équation générale (i) et 
kisaant d'abord la valeur de y sous cette forme : 

(Ba+Dï I ^^-— — 

y- TiT-iaf^ (B'-.4AC)*'+a(BD-aAE)*+(D--4AF)î 

on Tolt que la condition attachée \ la parabole , 

B'— 4AC=o , 
réduit cette valeur à ce qui suit : 
(Rt-fD) . I -»/ 
^= ;r"-;ïA^a(B»-2AE)H-(I>'-4AF) i 

nlenr qui peni w. qiettire iquc cette forme : 
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^repr^ntant l'abscisse de la l'imite unique de lacourbe dans le sens des^r. 
Il faut , en ootrc , se rappeler qae , si l'on remplace x , sous le 

radical , par l'abscisse relative au paramètre , ce radical exprime alors 

la moitié du paramètre. 

q. Cela posé, soïlla parabole NlN''(fig. 12) dont le paramètre NN' 

«oit égal à ^\/2\ soient en outre : ^ 

AB=3 , Bl=2 , d'où IO=t/r, AC=3. 

Le diamètre AO a pour équation ; 

y-x ; 

on aura donc , pour la courbe, à cause de ;r'=AB=s » 



.=±^ï 



4A. 
Faisant donc j=AC=3, on posera (8) 



i(BD— 2AE) 



r 



a(BD— aAt!.) _ 



a(BD— lAE) 
d'où : ■ ,. — =8 I 

l'msi , l'équation cherchée sera : . 






P. S, Permettez-moi , AIM. , de saisir cette occasion pour îndi-^ 
quer , en passant , une forme assez élégante à laquelle on peut ra- 
mener l'expression du volume d'une portion d'hyperboloïde de révo- 
lution terminée par un plan perpendiculaire & t'axe. 

Ce volume étant équivalent, comme l'on sait, au volume du tronc 
de cône engendré par le trapèze asymptotique correspondant , moins 
Ja volume du cylindre- de mémo hauteur et d'un diamètre égal au 
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Ifecôfid^'e dëta*courK;si Vqïi fait (fig. i3)lX=:r,'DT=â,'TB=i , 
l'expressioii '-'ait^liitldai ^'toHii^ enfg^dd^ 'gar ! le 's^^in^J bypcr- 
boli^e iCX i' sera : 

->v.- , ■. : .-.«tmA "■wj.iî^J.:^''.:' ■ ■■■■■•'■■-'' ■• ■•r- }■■:■- 
■,»'.:i.—T33;Tr-*.( •-.)>■■ >. , 

qaaoti&i <jui 'peiu!.s'icrifc>aiiwîfi' « '' ■ ■''-■ '■'.:■- '■' .i ■:.: l 



~ JT. — ■ g. (A). 

; Or, si, l'on mihe iËparaDèlie-:^ IWymptôte' OB>,<lerftrian'$tfe^$eâ& 
JtUblo» OBi et lEX donil^»î - ''■ ^ .'^ , ....>,- 

: ■'■ Ex=;^,L"'.-:n '■;;"' '".!"■: 

et ainsi exprimé l'aîre du cercle décrit par XE; d'oi il suit 

que l'expressTori (A)' replante uh c«ine ayant pou^ bâis^'l^cercle dé- 
crit par X£,et poux hauteur Tapisse IX , plm up cy^dre de méinç 
J)ase <jue ce cdne et d'uife. hautour XG=Q1=a : . 

Par çonséqueqt , 1^ volupie .de j'hypçrbo^OHlf nigeçdr^ P^T; le ^gii»^ 
IÇX Mra équivffient at^ volume, engenJré fitpi yi]f4t»^iinn 4/t tTiOr 
fiize.lE.FG autour dE^-lG. — — — 

Cet inoncé me paraît utàle , dans les élëmèns i cbHlttlê i^ohissâht , 
& la foi) , la oommodlté pour la mémoire , la simplicité de tVxpresjion 
et la facilité du calcul, , ■ , 1 ,, 

. J'ai l'honhev d'être, etc, ; . .„ ; ;., ;,;,, ^ ,,,, ... ., ■ ,, 

: ' .1. ' I ' M i.i 1 . , , • . 1 : I [") 

t'y Ce qae l'on vérifie ibAnent , an turplu,- eii sdbsiïtuaht, dans 'là ffi>An^a 
■ ■éy^Jsv , la tJ*!OT Ae y tirée de IVqnadon de 'là courte , fclégrant: « déie/jffiAii 
1» WiMantt pour'le tommet I de ni/(terbol<iïdé. "''''■'" '' " '. /'. '"' 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Hecherche de taire dun polygone , en Jonction des coor- 
donnêes de ses sommets ; 

Par M. DE STAizrviLLE (*) , répétiteur k Técolè imp^iale 
polytechpique. , 

OOIENT C» C, C/f ,C/".^ , les-c6tés 9iuc4:ésaifà d'un polygone ; 

Mj A, »\ ^t ^' y pf' t •"', ^"> * les coordonnées de st& soin- 

mets. Si d'un potat pris dans l'intérieur du poly^ne , et dont les coor- 
données sont x* et y' y on abaissé des perpendiculaires sur les direc- 
tions de ses cAtés, leurs expressions seront respectivement-: 

■ ■ v»+«* ' ' ■ >/■»+*•'* ■ * ■ V •+<*"' 

■«-, fl', tf'', a"ff;.— t désignant tespectirement les tangentes trigo- 

nométriques des angles que font les côtés r, (/, c", c"^, , avec 

Vaxe des abscisses , et hi'h'yh"^ h'",' , les ordonnées de ces 

c^tés'qui'FépoMdeat'À l^origirte (?*'),Sît'dn multiplie la première par 

,(*) M.de Suin^U^ a >>)'«w^.4'JK'^4>c(^')n ùna soluttOB do problème !•*' de 1> 
pige 17 de ce volume ^ semblable en tout Acelle^ufa ë^é donnée par M. Enconlrf. 
lU regrettent de ne l'avoir pas reçue aues tAt pour la mentionner en aon lieu> Ui 
croient devoir indiqoer , panni les otprnges od se trouve résolu te problème auquel 
celui-11 se r^iût , celui qui a poor titre : Ketvtil dt prohlhna ritiilut par êet 
tontidiratio^ purfnunt giomftngtiet i-^Patiâ, che^ Coiurcier. 

C Note- du éditeurs, J 
'• -(**) -Soieirt «* cty lea toerdw iné e» du point M(flg. ii"} ; lîde ce point on Bbaûse 
^^tta peqwndiçulaires MP et filQ ^ l'une A 1^ dioite BP^ dont l'équation ett_j-£aa3>f4 , 
et l'autre 1 l'axe fiX é^ absciues, on wn un triangle MOP,rectipi£le. en P > (|Mi 
donnera MP=MOSin.&10P=MOCo«.y;or MQe» ègà Al'o^onDte dupoint M» 
^minu^de l'ordonnée de la droite BP qui correspond il l'absciase AQ=»'; ainsi, celle 
ordonnée =ax'4-i ; donc MOsafr'— «c'^ — i \ ù donc on désigne patp h perpcndicriair» 
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f;^ la Moondé par ^, la trmrâèfn^ par c" , et vnn ife suttr,' an au»^ 
iridemmeat k. Rouble de Vtixi du jralygcnèi db sorte qu'ai désigioanl 
ce polygone, ptr P,il viendra : 



. il'-.^-i , .^^^-v 



iP=C. 



^T+T' 



■-t-C' 



-c". 



-(-u=Aj'— S><— Ci' 



,.-r~ >/<+«" ' V'-H'" 

nuis, l'aire du piolygone est ipddpendante i}e5 coordonnée* jf' et .^.> 
.:..: • ^ B_„ e, aP^—Ç ; c'est-à-dire : 



ainsi, A= 



aP=— 



^ï^^'"" Vï-H»'* V»+«"*' 



donc : 



= ij'-i»,^ i 



-=== = C Ce* y = •'— • 

et pv comÀjuent î, > . :' m. ' - j > 

aP=#^— VH-»'^'— A'-"+«'V't-^V"+ ..., , ,, 

formule élégante et à laquelle «n peut armer, bcilement, par la géo- 
métrie ordinaire. £n effet-uii, polygone ,-dpnttou(ea,ie8 parties ioM 
situées àsaa l'un dej angle*' que fc^rtnent les axes atof^ëls on rap- 
porte lea coordwmées des'St^mets, peut éftto (ïântidiM -ctMtrMe'étanCi 
kl' difféftnce de deux polypes qnf auraient ^(ftlr base coiïimbnb hf' 
pflilie de Kaxe-des ôbstîsse» comprise fentré, «elles' dès-p^pendteulalrés ' 
alwissées des sommets sur cet axe, qui sont letf plus i^ÊÔca^i et péroT' 
câtés adjacens ces mêmes perpendicalaÎKG ; er , si on éniue l^s tt^ 
p^es dans* lesquds se décomposait les polygones ; lorsqœ'lle- obaeua' 
dé leurs angles on abaisse. de* perpenâicukims> sur la' hato^'îl^ éit- 
érid^nt qne^i'excès du double' da ipel^gMA- CWiWxe isur -teddttbl» 
du polygone cmcave y «'est^àf^e »vle 'dbuUei'dv'po)ygDlM'dout-U' 
s^git, aura pour :expTe9sieti 'i> >' i' ' ,i - '< '- ; - , 

^/iq^. • ■.:■ '."-'■ ■■•.■■ r; 



donc enfin p: 
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,p=f (,^^(i^.^if^/H-.;'X#'-h>")'f-(i"— "0(«"+i'"0+. •••—!. 

ftr'y IjB deraittr ,teThi«- de :chaque produit est détruit par i«'toremier 
terme du produit suivant, à l'exception dé celui du damier 'praduit- 
qui est. détruit paçre "premier, terTne_du premier produit , il ne nste 
âoac de chaque produit' qutf les termes dkis/ lesquels les dieux fac- 
ftù^ to'oht pafi'l04'^éAc&'!accehs;'on a'done , 'comme 'précëdemmeht : 

C'est encore «e- qu'on pedtj obtenir' àûtremieiy ,'en remarquant que 
le double de l'aire du, polygone ,p£ift être mis également sous ces 
deux formes : _ ' "'-^a" '" „ ,. ■ - - ■ 

3P=(*-^./XM')4-(:i'-v/xi4^^/)+ 

ce qui donne , en prenant la_denù-sçrhm%_des deux expressions , le 
même résulut que ci-dèssus. ;- ' /. 

On peut remarquer, en passant, que la quantité A=:o ïyànt pour 
expressioB ^ '^ ■ ■ -■ '^- ->-|-\'!-- < ■.-■-',}— ,:-. . 



ilm résulte r^.U ac«nint des produit» 4e^,cétés d'iWtpolygonvvSoit 
|)pr.les.,flWm*,goit:(ri^ IWtJ/iWinis. (31p^,;»f»glesqu%.;f(tot pespçfctiTe-; 
iWnt.WW «ne. droite, (rM4^iid!o«»,iPVii4jre:<lVclcWque,sy^ p^Dj 
tft ijg^.à 9^;^, qu'on, pjB^t 4'^i«Uis-.dié«(nttp«- jUte«t4ïp}filit d'une 
n|«4irB, Çort) «ïii(ile'^,*). : i. .-. ci , ./i. tj. m ■ ■ • ■•■■' .'. , .n. 

-Cp pbtHi^t^ussi itrou^ef «pcnlr leii ^Ijfè^Sfdes fomule^ snalo^ 
0IBS ;nix précédentes «h d^«ntvert par des con^dérations' pareilles i 
cflt£5;;d9qt.£oy5 ■vt»ott».'àjt-.(mre usi(g«.^iq«« la .somme des. produit*. 
d««:aiiiU;4e»..iac«# id'im poIy«4r»,pit()lerf!siiLtas du «cksîo«s des «ngles^ 
^'ellf0Uoiit'Ke9t>e«tiiTOm0ot:j|fee.un- plaB.<|ueleooqae'eat Bëfo^et' ^'ii^ 
en est de même de la somme des produit»! des côtésd'run polygone 
rettiiiRne ^ plan oii~gauelie , pvr tO" sinus ou cosmus nés engles qti iie* 
fopAetrf-gvêc Mt e- d yite. Situéïj^d'Bne-mitnifere Quelconque dans l'espace-. 
■Il ' ■-■ - ■■ 

(•> Voj-ei l'ouvrage àé'ik cili, ' 

GÉOMÉTBiE. 
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PHOBLÈME DE GÉOMÉTRIE. . iqj 

GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Solution anaJitique d'un pj-oMème de géomélrie ; 

Par M. Schumacher , profi-sseùr extraoï-dinaire ea 

astronomie , à l'université de Copenhague. 



A MM. LES REDACTEURS DES A^'KJL^S, 

Msssi-Evas t 

vUOIQUE votre jaumal ne me soit connu que par le récit que mon 
illustre ami, le professeur Gauss , m'en vient de faire, dans une de 
ses" lettres ; ce qu'il m'en dit suffit cependant pour me former une 
idée du mérite de votre travail; L'utilité d'une pareille entreprise ne 
saurait être contestée que par ceux qui ne savent pas combien de 
petits mémoires , de théotèmes « problèmes , etc. périssent > parce que 
l'occasion de les publier manque <t leurs auteurs. 

Je ne sais pas si vous verrez avec plaisir , de temps en temps , quel- 
ques bagatelles de ma façon ; j'en ferai cependaat l'essai , en vous 
envoyant un petit problème de géométrie. 

Un de mes amis , très-versé dans la méthode àei anciens géomitres > 
me parla d'un problème dont il avait une solution synthétique , et qu'il 
était tenté de croire très-diiEcUe, ou au moins très-compliqué, par l'a- 
nalise ; le voici : 

PROBLÈME. Un point étant donné àe position par Taçport à 
un angle connu , et dans un même plan avec lui , trouver sur ce 
plan deux autres points par lesquels menant , dans une direction 
arbitraire , deux droites parallèles coupant les deux côtés de F angle ^ 
2e point donné se trouve constamment sur la direction de Tune des 
diagonales du trapèze intercepté entre les parallèles et les deux côtés 
de Vangle donné? 

Soient C et C les deux calés de l'angle , S son sommet , O le point 
Tom L 26 
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donné , P et P' les deux points cherches , D et IV les 3enx pàralIÉle» 
conduites respectivement par des points , et enfin K et K^ leurs inter- 
sections respectives avec C et C ; il s'agit de déterminer les points P et P' 
de manière que , quelle que soit d'ailleurs la direction commune des' deux 
(iarallèles D et ]> , le point O soit toujours en ligne droite avec les 
points K et K/. 

Solution. Soit pris le sommet S de l'angle donné pour origine des 
coordonnées , son côté C pour axe de? x , et son côté C pour ax» 
des r j désignons les coordonnées , 

du point donné O , par....* f fi ^ 
du point cherché P , par....^' , y , 
du point cherché P' » par....j:", y' . 

Les équations des deux parallèles arbitraires D et D', conduites 
pai' P JBt P'', seront de la forme ; 

Clà N demeurera Indéterminée.* . ^ ' 

On trouvera , d'après cela , pour les coordonnée* 

^=- ^. - 

de K' o , y—tix". 

ï/itp»£6n 3e condition, poor qae. trois points (x^^y^f (^"j/'O» 
(*"',J^"), soient en ligne droite, étant : 

x'(y"—y"')+x"(y"'—x^+x"'(y'—y')=io , 
: donne , appliquée aux points O , K , K'' , 

.(Hx"-y"-) + ï^ j (y"i^tls")^ii 1=0 i 

ouj i"(i^.)N'-!r"(-«'— «H-^'y— MN-f^V— ')=" i 

équation qui , à raison de llndotermination de ^ , se partage flâna 
les trois suivantes ; 

, x"(,x'—.)==« , fly"—t)=<i , 

W.{ 

X"(x'~^.y+-s''y'-ia'^o-i 
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"le problème est donc înd^terminë , puisqu'il' ne fournil qae trbîj équa- 
tions seulement entre les quatie- coordonnée» as' ^ y'-^ ^'\y" de» deux 
points Aêrctiés P et P'. 

Les deux premières équations ne peurent être satisfaites que pae 
l'an des quatre systèmes de valeurs. 



I yf =0 î ( y"'=^ i '( y'~0 i [ y"-=i.?> ; 

/de ces quatre systèmes, il n'y a que le premier et le dernier qui 
puissent s'accorder avec la troisième équation , ainsi qu'il est facile, 
de s'en convaincre, ... 

'1.6 premier, qui exprime que le point P est siir l'axe des jc, et le. 
point P^ sur l'dxe des y\ change la trmsième équation en celle-ci : 

qui éx'pJiïrie que îca 'cTcux points î* et P' sont en Hgne' flrbite- ave» 
Je point Ô î ainsi , fle cette manière ', lés J)(Jînts cherchés' seront les fti- 
- tewectionï -des idetix ' ctftés' de f gcff e~agnBé~gTfee ' imc ' dw it e ~nn!née , 
•dVneWiaiïièM quelconque, parle point ''doimé. 

QtiaÀt 'au dernier syslôme , gùî exprime "qiie les "points ctiércfiés 
"Wint sur des parallèles menées aux' deux axes, par le,, point , il ré- 
■ duit U troisièmte équatioq .à 

■x'Y^px':=^o , ou x"x'-~yf'x^=z.o , 
■qui exprime que les points P et P' sont en lipie droite avec l'orî- 
jgine; en sorte que, pour ce sectmd cto, lesrpdinid'ohercb^ seront les 
intersections d'une droite menée d'une manière quelconque! ^-^f' le 
sommet de l'angle donné , avec des parallèles ,à ses deux côtés pas-^ 
■éaot JJar le point donné, . . "' * 

Il me serait très-agréable, MM,, sî voua trouviez daiy masoliition 
une nouvelle preuve que l'ânalise parvient a lut résuitaUdcla syolhèje, 
toujours avec une égalé élégaiice,-ttiaîs tite^souVent à<rc<ï'iMie ël^gnn^ 
-et nne généralité supérieiirts ft celles doù» la -ii^trtHBé 'ËSt cipàhle. 
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igG QUESTIONS PROPOSÉES. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Prohlèmes de Géométrie. 

I. 

Un ingénieur veut établir une .commynication entre trois rilles , 
non situées en ligne droite , au moyen d'une route composée de trois 
branches aboutissant d'une part aux trois" villes , et se réunissant de 
l'autre en un même point entre ces trois villes. On demande comment 
il doit établir le point de concours des trois brahcbes de route, pour 
que'leur longueur totale soit la moindre possible (*) ? 

II. 

A un triangle, donné quelconque , insr.rire trois cercles , de manî^ 
que chacun d'eux touche les deux autres et deux côtés du triangle (**) ? 

(*} On peut géoëraliser ce profalèm* , en demajidanl cL diterminer , «ur un pUn, 
un point dont lasomme des distances à un nombre de points quelconques situas sur ca 
plan soit un niinimum. On peut même rcle.idre'à des points ntués d'une manière 
quelconque dans Pespaee. 

(•♦) Ce problème ne pr^nte aucune difficulté, lorwjue fe triangle est ii^aWaéni. 
Jacques BemoulUra résolu pour le trian^ \iocAe i^ Voyex st3 icuvrei , tomil.pagr 
3o3, Genève, j-j^^) ;''maia sa solution est beaucoup moins simple que ne le com- 
porte ce cas particulier. 

On poMTTait , au lieu de tms cenles , proposer d'en inscrire an nombre de la foniM 

"^"^ ^ ; alors trois seulement toucheraient ^ la fois deux cAti^s du triangle , les autre* 

cercles extérieurs en toucheraient quatre et an cAté du triangle , ft chaque certle iat£- 
neur devrait être touché par six autres. . 

Ou bien , on pourrait proposer d'inscrire 1 un polygone de m cAlës , m cercles de 
, telle manière que chacun d'eux en teuchSt deux solres et deux côtés du polygone ^ 
« inaia il paratt qu'alors le problème serait indéterminé. 

Enfin, 0(i peut proposer d'itnjcrù-0^ un tétraèdre donné qutleon^ue quatre sphipei^ 
it auaùin q»te ehaaiM J'eUtt tnutht les ttoii outres , et trou Jfuts da fitraidn?. 
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TRIGONOMETRIE SPHERIQUE» 

'Analogies entre les triangles rectangles rectîlignes et 
sphériques ; 

Par M. Lhuiuer, professeur de mathématiques à l'académie 
impériale de Genève, 



v^N connaît , depuis losg-temps , plusieurs analogies entre les tiîïn- 
gles rectilignes et les triangles' spfaériques ; mais ces analogies sonC 
purement relabves aux difTérens cas que présente leur résolution. 

Je me propose ici de faire remarquer la correspondance qui a lieu 
entre les triangles rectilignes rectangles et les triangles sphënques rec- 
tangles , sous le rapport des propriétés fondamentales des premiers ; 
c'est une considératicm dont je ne crois pas que personne se soît oc- 
cupé jusqu'îcL 

Les propriétés fondamentales' des triangles rectilignes 'rectangle 
sont les suivantes : 

i.** Le quarré de lliypotliénuse est égal à la somme des quarréa 
des deux autres côtés. 

2.* Da sommet de l'angle droit , soit al>aissë une perpendiculaire 
flor rhypotbéfluse } le quarré de chaque cdté est égal au rectang^ 
de l'hypothénuse par le segment adjacent. 

3.° De là, les quarrés des côtés sont entre eux comme les segmens 
adjacens de lliypothénuse. 

^^ Le quairé de la Hauteur est égal an rectangle des. segmens 
de lliypothénuse. 
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5." I/hypothéouse » les côtés et la hauteur foniiMit une propor- 
tion géométrique. 

Je vais développer , sur les triangles sphériques des -théorèmes cor- 
respondans à ceux que je viens d'énoncer sur les triangles rectilîgnes. 

THÉORÈME I. Dans tout triangle sphéri^ue rectangle ^ le (juarré 
du sinus de la dcmi-hypothénuse est égal à la somme des produits 
des quarrés des sinus de chaijue demi-côté par le quarré du cosi- 
nus de la moitié de tautre. 

Soient A , B , C , les côtés d'un triangle sphérique rectangle , dont * 
A est rh<^pothénuse. 

J'affirme que Sin.*;A=:Sin.'^BCos.'fC-(-Sin.'7CCos.'7B. 

Démonstration. 

C0S.A=C033C03.C=(2C0S.*;B— l)(3C0S.»;C— l) 

=^4Cos,'^BGis.*7C 2CoS.';B— ^2Cos.*;C-i-i 

= I — aG)s.*;B(i— 0>*>*^)— ûCos.*7C(i— Cos.';B) 
= 1— 2Siii.':BCos.'iC— :>Sin.'JCCos.'jB ; 
donc 

1— Cos.A=3{Sln.';BCos.;iC+Ôiiu'^C(»s.*iBÎ ; 
mû» 

1 — CosA=aSin.*jA 4 
àane, enfin, 

Sm.»iA=Sm.»;BCos.'rCH-S'm.»JCCos.';B. 
CQ.F.D. 

Corollaire J. L'applicatiow aux txBtngkft nctUlgiM «. lieu, en jud»- 
tituan^ aux sious de« àftm-cùtéa «es. d«q4-cét^ «<a.-i^»Dt> ^ tt ea 
substituant l'unité à leurs c;o«î^u4t 

Corollaire iA Soit d4«i^é- par jt Tan^Ia lomné- par leA chmides 
des jambes de l'angle droit d'un triangle. spbdriqNe.- rectan^h Ij» 
chordes, d^ trois côtéiL éUnti let dpvUes des sïiitu. dfe» moitiâ& dW ces 
«ôtés , on aura y par la trigonométrie rectiligne , l'équalÎMi. aav*<>Bta:i 
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Sin,'îA=s5î»»'fB— 2Sin.;BSin.fCCos.jr-f*Sin.'iC ; 

=£Sm»;6G«w.'fC+Sin.'ÎCGo*.';B ( TMorèmeL); 

aSm.;BSin.7CCos^=Sin.'7B(i- — G3s.';C)-t-Sîn.'7C(i — Gis-'yE) 

^2Sm.*jBSîn.'|C ; 
donc Co«a:=Sin.;BSin.;C • 

SaToîr , Dans tout triangle sphéritjue rectangle , le produit iu rayon 
par le cosinus de t angle formé par les chordes des arcs ^ui sont 
les jambes de f angle droit , est égal au produit des sinus des moi- 
tiés de ces arcs. 

Corollaire III. Dans un triangle spftùnqufe 3ùat an c6tà èSt uh qud- 
draos : le qiitirré du cosinos de la mokié de l'ange opposé sa qtia- 
drans est égal à la soinitM des prodoits du qaaiTé du sinus de ctia^ 
cun des demi-angle» restans par le quarré dn cosinus de la lAoitlé 
de l'autre. Ce corollMre se déduit immédîatcnrtnt do Théetèttie I\ pat 
la considération du triangte'polwre ou supplémentaire. 

THÉORÈME IL Dans tout triangle sphérique reetatt^e y le quarri 
du sinus. d'un ^es e&tésest 0W produit du sinas de rkypothénuse 
par le sinus du segment adjacent à ee càtè , comme le sinus total 
est au cosinus dt Vautre segment de thypothènuse. 

Soient B/^ et C/ le» segmea& de l'hijrpDihéntte Ants par la bau- 
ïaur , et adjacens aux. côtés B et C respectivement. 

J'aflfirme que Sm.*fB : SinjVSîn.B'= i : Cos.C. 

Démonstration* Soit h la hauteur du triangle sphérique. 

On a Cos.B=Cos.A Cos.B' . 

Cos.C=Cos.^Cos.C' ; 
' donc Cos.B:Cos.C=Cos.B':Cos.C', 

Cos.*B : Cos3 Ços.C= Cos.B' : C03.C , 
M Cos.* : Cos A= Cos.B' : Cos-a ; 



y Google 



aoo TRIANGLES SPHÉRIQUES 

donc Cos.*B : Coi.ACos.B/= i : Cos.C , 

et t— Cos."B : Cos.C— Co8.ACos.B'= i : Cps.C , 

ou Sin.'B : C08.C— CosACos^'= i : Cas.C , 

or a=A—W i 

d'où Cos.(y— «os.ACos,B/=Sîn.ASm3' ; 

donc, enfin , SIn.*B : SiD.ASin.B^= i : Co5,C/. 

CQ.F.D. 

Corollaire, L'application aux triangles rectUIgnes a lieu en subs- 
tituant aux sinus de A de B et de B^ ces quantités elles-mêmes ; et 
en substituant l'unité au cosinus de C^. 

THÉORÈME III. Dans tout triangle spkérique rectangle , let 
^narrés des sinus des côtés sont entre eux comme les sinus da 
doubles des segmens adjacens. 

Tout étant comme précédemment ^ 

J'affirme que Sin,*B: Sin.'C=SiiXk3B^:âm<20'. * 

Démonstration, 

■ Puisque ( Théorème IL ) Sîn.'B : Sin.ASin.B'= i : Cos.C' , 
on doit avoir Sin.*B: $in.A=Sin.B':Cos.<y , 

- et pareillement Sin.A:Sin.*C=:Cos.B':Sin.C' ; 
donc Sîn.'B : Sin.'C=Sin.B'Cos.B/ : Sin.CCos.C' , 

ou enfin Sin/B : Sin.'C=: Sin.sB' : SiniaC. 

CQ.F.D. 

Corollaire. L'application aux triangles rectilîgnes a Heu, en subs- 
tituant aux sinus des c6\éi et des doubles segmens , les côtés et le» 
double» segmens eux-m^mes, 

THÉORÈME IV. Dans . tout triangle sphéritjue rectangle , le 
yuarré du sinus de la hauteur est au produU des sinus des sdf- 
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mens Je thypothènuse , comme le qttarré du rayon est au prodmt 
'des cosinui de ces segmens. 

Tout ëuint comme précédemment , 

J'affirme que Sin.*A : Sîn.B'Sin.C/= i : GÔsB'Cos.C. 

Démonstration. 

PM-le(r>Wer^nM//) Sin.»B:Sîii.ASiiuB'=i:Cos^ ; 

mais SÎB. B : Sin^A " ' zri^/ohh : i , 

d'où Sin. B ; SinJ : Sîn3'= i : Cos-C ; 

et pareillement Sin.Câin^: Sin.C = i : Cos.B' ; 

doue Sin^SmxSIn. C S\a.b : SiiuB^Siu-Os: i : Cos.B^Cos.C'ï 

or Sm.B$iD.£=Sm.GSinJ=:Siii.^ ; 

donc,€nfin> Sin.»A:Siq*B'SiQ.C=i : ÇosS'Cfis.a^ , 

C.Q.F.D. ^ 

Coroliaire. La pro^Muition coiTeïpoiidaiit& sur les triangles vectingue» 
s'obtiest , en substituant aux sinus de la hauteur et des 'segmens ^ 
ces Quantités elles-mêmes , et' en- substituant funîtëit' «fatoun' des 
cosinus des segmens. \ ' ' -i ■ ' ■ ■, 'i- f-; - 

THÉORÈME y. Dans umt triangle sphèri^ rectangle , le si' 
nus de Fhypothinuse , les sinus des côtés et It sinui de /« hau» 
$eur , sont en proportion géùmétrifue* 

Tout Aant epmme prëcëdemnûnt , ' - ' * 

: J'aJKine que &nA:&n3==Sin.C: ShiJl. ' . 

Démonstration» 

on a Sin.A : Sîn.B= i t Sin^ , 

et Sin.C ; Sîqj^ = i : Sin.5 ; 

donc . Sin.A:SinJB=Sln.C:Sin.>5. 

.C.'Q.F.D- ,-■;,,; 

Corollaire. La proposition correspondante , sur les trlangle»rectilignes« 
l'obitient en sn^tatîtu^t aux- ^jis les quantité elW-m6m«s* . i 
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DYNAMIQUE. 

Ddmonstpaifon éî<ffnê»taire duprincîpe forniafnenlàl de 

la lhtfoj-ie> (kti KtauvemefU Uéùfoirnément acccléi-é ^ 

par M. DÉ Staimville, r(5pétiteûr à l'école îpspérjialc 
■' ■ polytechnique. 



± HÉORÈME. Bani' le' môui-ement uniformément aedUrè^tes es- 
paces parcourus par un mobile sont entre eux comme les ^uarrés 
éfs tèm^ê eiapiûyéi- à ^. jurtevrir , en suf^iM^iat (/ue la forte ae- 
(iléfatfw co/i^antt 'a§Csst sttF ee mohU», à partir dii,repot. 

VémamiirtttiQà*. Soifat £ eb fii'. l«» e^ioM ^ue parcoumîjt va 
«orps qui serait soumis pendant les temps t et t' .ài'vtioo drun&fcàco 
aocétiÉc^tfic^ vonst«0t^ ; yt> e< V dnu»' qosthcei» entier» aussi grands. 
qu'w vpiutra» et qui »9Î«V( «ntre eux daas le rapport des' temps t 
et t^ ; c'est-à-dire , tels qu'ib. piùumi cxpiiam i« nonihie des ûh 
lervalles de temps égaux contequA dana t et tU Cala posé, si'Ub corps 
est soumis à l'action d'uu^.fcoxé accëUxatriee:cbnsUnte, il dût, par 
ta nature de cette force, se trouver sollicité , au cooimenec^ent de 
chaque instant de la m^e manière que-lorsqu'il est sorti du repos, 
et par conséquent acquérir, en temps ég^u^i des degrés égaux de tî- 
tesse ; si donc on désigne par c l'espace parcouru par le mobile dans 
k premier inslant èl par> celui' qu'il parcourrait dans le second, si 
^ la fin du premier , la force accélératrice cessait d'agir sur lui , e^-t^ 
fera celui qu'il parcourt)» daa» le SQCoud, ze-^ cehtt qu'il- parcourra 
dans le -tFoisième , et ainsi de suite > par- c»nséqu'>«t l'espace total ^ 
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UNIFORMÉMENT ACCÉLÉRÉ. ' 2o3 
qa! se compose des espaces paiti«ls , sera ia somme des deux suites , 

o+H-3H-3tf-»- +(n—i)e , 

»*4-H- »■ 4- ** + -f- f ; 

or y qui exprime l'espace que parcourrait le mobile pendant un ins- 
tant, s'il ëtait uniquement soumis à l'action de la force accéiëratrice , 
est nécessaireiaent moindre que », qui exprime celui qu'il piarcour^ 
rait pendant le même temps , s'il se mouvait uniformément avec U 
TÎtesse acq^uise à la fin du premier instant; donc h/ est moindre que 
ne y d'ofi il suit que l'espace total E y paiconru pendant le temps '/ , 
-sera plus grand que , - - 

e-^2e-\-Ze-\- -Kn— i)tf , 

mais plus petit que , ^ 

-*+-a#4-3*+*"»*««**.*-+ jwii;. .--■■• - ':. _• 
c'est-a-dire , qu'on aura : 



■B>;:e=if 



1 aur? de même : 



E< 



t/<: 



Tt^HrO 



Si l'on fait la division des ^qn^s. mçlqbies de ces inëgalitils et que, 
pour abré^, on tepr^nle la fraction — par.;v » an aura. : CT 

^pielque grand d'ailleurs que soif n^\ t/t y oA peut^ tïmjdurï 'câtffil^ 



dbyGoo^^Ie 



aoî MpUV^IlENT UNIFORMÉMENT ACCÈtJÈBÈ. 

voir ce nombre assez grand pour que les second» termes de» sécon^ 

membres de- ces inégalités soient aussi petits cju'op voudra. Ainsi , on 

--■ '" ■ ■ ■ ■ E ^ 

peut conclure de la première inëgalité. que le rapport — est plu» 

grand "que toute quantité moindre que s* t et de la seconde que ce 
même rapport est rooiudre que toute quanlîté plus grande que ;!• ; 
le rapport — ne pouvam ainsi Mre ni plus gnnd ni plus petit que x*, 

il s'en suit qu'il doit lui être égal j et , comme on* **=]^— ^»"™ 
réuilte qu'on a ^ en général , 



& f- 



M quil fallait démontrer. 



ANALISE ELEMENTAIRE. 

Tlxamen des ca^ oà un problème du premier degré est 
indéterminé f cfuoiqu'il y ait , pour le résoudre , autant 
âéqUations qu& d'inconnues ; 

Par M. SuREHAiN-DE'MissERY, cî-4eyant officier cfartillerie, 
membre de plusieurs soéiétës savantes. 



ITEUT-ÉTRl le point d'jfnalîse que je yals examinw pa^att^a-^-ÎI , 
d'abord , un peu trop élémentaire ; mai&, comme dans' les traités d'al- 
gèbre , m£me les plu» étendus , il n'a été présenté que d'une ma- 
rnée très-ÎDcomplète , je crois devoir y supplier , ev faveur de eenx 

pour 
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CARACTÈRES D'INDÉTERMINATION , etc 2o5 
pour qui ce qu'on en a écrit parailrait insuffisant ; et je tâcherai de 
trouTer grâce auprès des autres , soit par la manière dont je présen- 
terai cette recherche, soit par l'es applications que j'en déduirai. 

1 . Soient en premier lieu , entre les deux inconnues x et y , le» 
deux équations complètes du premier degré : 

on sait qu'elles donnent , étant résolues , 

eb'—it^ ae'—ca' 

^~ ab'—ba> * ^~ ab'—ba! * 

et ce que nous proposons ici est de saroir dans quel cas le problème 
qui aura conduit k ces équations demeurera indéterminé. 

2. Or, il est clair qu'il" faut, pour cela, que les deux équations 
n'expriment pas deux conditions distinctes , c'est-à-dire , qu'il faut 
qu'elles n'équivalent qu'à une seulement, ou encore que le premier 
membre de l'une soit le produit du premier membre de l'autre par 
un certain multiplicateur (*). Désignant donc ce multiplicateur par 
m , il viendra : 

fl'':r-f-^'y-f-t'=m(i7X-|-ij'-l-f) = o , 
d'où on déduira les équations de condition : 

desquelles éliminant m ,*. on aura , 

a*'— f«/=o , hc' — cy=.a î 

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues 
a^bjC, a' ^b' t d , pour que les deux équations proposées ne soient 
pas essentiellement différentes l'une de l'autre , et par conséquent se 
réduisent â une seule ; ce qui rend le problème indéterminé. 



(•) Ce cai répond ,. en géométrie , A celui où dierchant l'interseclion de deux, 
droites tnicéei. aur un nëme pUo, il mire yue ces «Ireites «e confondent. 
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Or , de c«s relalions on dëduit encore celle-ci , 

ah' — a'b^o , 

qui peut remplacer une quelconque des deux premières ; et» en vota 
des unes et des autres , les valeors générales des inconnues devieaneot 
o o 

'=- ' y=-- 

3. Rëciproquentent , si l'on a les deux relations 
ac' — ca'^Q y bd^ch''=-<i ; 

lesquelles , comme nous venons de le voir , emportent la suivante : 

ab' — ba' , 
>t rëduiseiit consëquemment & — les valeurs des inconnues ; il arrivera 
que l'une des équations sera le produit de l'autre par un certain mul- 
lipllcateur , qu'on pourra supposer — pour la première et— - pour h 
Seconde ; en- effet , si l'on icrit l'équation 

a'x-¥b'y-\-c'-=.— {ax-\^y-\'c) , 
elle deviendra , en chassant le dénominateur et transposant , 

ifl(^ — ca'^)x^{bc' — cb')ys^o ; 
équation qui , d'après les relations ci-^essu| , «e réduit ht 0=0. 

Et , comme les valeurs de x et y ne peuvent prendre la forme — qu'au- 
tant que ces relations existent , on doit eu conclure que , lorsqu'elles 
prennent cette forme , on se trouve oécewairement dans le cas que 
nous venons d'examiner. 

4. Si l'on fait « = ^ , les équations de condition prendront cette 

forme symétrique : 
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et kiors x et x'' pourront tous deux être supposés entiers; on pourra, 
par exemple, faire 

y—'jy , yf—l^c. 

En adoptant cette notation , la relation entre les ëquadons propo* 
'Sëes devient , 

x(tfjr-4-iy-|-f)+x'(fl'j-f-i'j-H/)=o ; 
et l'on Toît de nouveau , par lÀ , que chacune d'elles est comportée 
par l'autre ; de manière qu'on peut supprimer indifféremment l'una 
ou l'autre. 

5. Dans ce qui précède , nous avons tacitement supposé qu'aucune 
des deux équations proposées n'était dépourvue de son dernier terme ; 
msis , lorsqu'au contraire on a ^=£^=0, c'est-à-dire , lorsque les équa* 
tioQS du problème sont , 

o:r+îy=o , fl'j>|-3'y=o , 

il y a alors \ distinguer les deux cas que voici : 

i." Il peut se faire que les quantités comiues a ^ h , a',^,ne 
soient pas assujéties à la relation , 

ii^— ia'=o ; 
aÏOTS la question est déterminée ; et elle est résolue par les seules Tft-> 
leurs 

af=o , y=o ; 

car les valeurs générales des incoonue» sont dans ce ca« 
_ o _ o 

~«A'— *o' • y~ab'—ia' * 

équivalentes à celles qui précèdent, 

2.** U peut se faire , au contraire , que les quantités coiuties soient 
asfujéties à la relation 

alon la question est indéterminée j et elle est résolut noB-«eulement 
par les valeiurs 
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mais encore par une infinité d'autres , représentées par les symbole» 



ce dernier cas se rapporte toujours , au surplus , au cas unique exa- 
miné ( arU 2 ) î il est clair , en effet , qu'on a alors : 

6. Soient maintenant , entre les trois inconnues x , y , z , les troii 
équations complètes du premier degré 

a x+h y+c z-{-d =o , 
a' x-\-i' y+d' z~\-d' =o , 

on sait qu'elles dornent , étant résolues , 

àb'c"—^c'b"+cd'b"—bj'c"+bc'd"-~€i'd" 
'"■^ ab'v"-~-oc'b"+ca'b"~-àa'L"-+ic'a"~^b'a" ' 

aâ'c"—ae'd"+co'd"—àâ'c"-\^c'a"—cd>af' 
y~ ab'c"—ac'l>"-i^a'b''~-Aa'c" + be'a"-^b't^' * 
_ ob'd"—ad'b"-\-do'b"—ba'd"-^d'ai>—db'a" _ 



ah'c"—ae'b"-\<a'b"—ba'c"-^f^t^'—tb'a" 

et ce que nous nous proposons ici est de savoir dans quels cas le.pro- 
blème qui aura conduit à ces équations demeurera indéterminé. 

7. Or , il est clair que , pour cela , il faut que les trois équations 
n'expriment pas trois conditions distinctes ; c'est-à-dire , qu'il faut 
qu'elles n'équivalent qu'à deux , «u à une seulement ; ce qui fait deux 
cas qu'il importe extrêmement de ne pas confondre. 

Les trois équations peuvent se réduire à deux de deux manières, 
savoir: i.* si l'une d'entre elles ne diflere de l'une des deux autres 

(•) Ces deux cas rdpondeni également , en gëomdirie , A celui oi\ deux droite* ira- 
cées «UT un qt^ïme plan panent l'une et l'autre par l'origine dei coordonnées ) avec 
cette différence que, dans le premier elles ne se confondent pas, et que 'dans le 
Kcond elles se confondent. 
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que par un certain multiplicateur ; en sorte qu'en désignant ce multi- 
plicateur par m , on ait û^x~\~b^y-{-c'z-^d^^m(ax-\~èy-ircz-^-ti)=.o i 
et encore faut-il alors , pour que le problème soit indéterminé , que 
Ja troisième équation ne soit contradictoire avec aucune des deux pre- 
mières ; puisque , sll en était ainsi , le problème , loin d'admettre une 
infinité de solutions , n'en admettrait aucune. 

2. Les trois équations se réduiront encore à deux , si l'une d'elles 
est la somme des produits des deux autres par certains multiplica- 
teurs ; en sorte qu'en désignant ces multiplicateurs par m et m' , on ait 

et encore faut-il alors , pour que le problème soit indéterminé , que 
deux des trois équations ne soient pas contradictoires ; puisque , s'il 
en était ainsi , le problème , loin d'admettre une infinité de solufions 
n'en admettrait au contraire aucune. 

Quant à la réduction des trois équations & une seule , çUe ne peut 
avoir lieu que d'une manière unique ; et c'est lorsque l'une d'entre 
elles est à la fois, égale à chacune des deux autres , multipliée par 
une certaine quantité ; en sorte qu'en désignant par m et m' les deux 
multiplicateurs , on a , en même temps y 

Dans ce cas , le problème est toujours possible et il est plus qulndé- 
terminé , c'est-à-dîre , qu'il faut deux conditions nouvelles et distinc- 
tes pour en lever l'ind^terminafion , tandis qu'une seule suffit dans 
le premier cas ( * ). 

8. Soit en premier lieu : 

a'x'\-hfy-\-c'z-\-df=im(as+hy-\-Cz-\'d)^o ; 
on aurai les équations de condition y 

O En géométrie , le premier cas répond * ceiu! où , cherchant le poiijt com- 
mun i trois plans , il arrive ou que deux de ces plans se confondent, ou que le 
troisième passe par la commune section des deux premiers. Quant au second cas , 
il répond i celui oïli , cherchant le point commun à troîj plans y U arrive que cm 
trois plans te cootondeat. 
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ma^a' , mb—h' , mc=-i/ , md=d' ; 

desquelles éliminant m , on aura : 

ad' — da^^^o , hd' — dh''=-o , cd' — dd^o ; 

Et telles sont les relations nécessaires entre tes quantités connues 
a y b , c , d , a' t b' ^ c' , d' , pour que les deux premières des trois 
équations proposées ne soient pas essentiellement différentes Tune de 
l'autre , et par f»)nséquent n'équivalent qu'à une seule ; ce qui réduit 
les trois équations proposées à deu;i , savoir : la troisième et l'une 
quelconque des deux premières, et rend ainsi le problème indéterminé. 

De ces relations on déduit aisément les trois suivantes : 

■ o^— io'=o , bt/~-~cb'~o , rfl'— «t/sso f 

dont chacune peut remplacer une quelconque des trois premi^^ î et , 
comme les valeurs générales des inconnues x , y , z ^ peuvent £lre 
mises sous cette forme : 

(hc'—tb^"+(e3r—dt^h"+(db'—i^e» 



r=— 



(ie'— «ftOfl" +Cm'— o«OA"+(B*' —ia'ie" * 



Ul voit qu'elles deviennent, dans ce cas . 

o o o - 

o •' o o 

0. Réc4>roquement , si l'on a les trois relations 

ad'^daf^o , hd'—db'^o , td''~d€'=o ; 
lesquelles, comme nous venons de le voir, emportent les trois svû- 
vaates , 
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et rëdulsent conséquemiiient à— les valeurs des inconnues; il arrivera 
que l'une des deux premières équations sera le produit de l'autre par 
un certain multiplicateur , qu'on pourra suppposer -7 pour la pre- 
mière et -7 pour la seconde ; si , en eHet , l'on écrit l'équation r 

tlle deviendra y en chassant le dénominateur et transposant , 

{adi~da^x-\-{bd'~db'')y-^icd'—d{J)z^o ; 
équation qui , d'après les relations ci~dessus , se réduit à 0=0. 

10. Si l'on fait 7»=— — , les équations de condition prendront cett« 
forme symétrique : 

xa-f-xV=o , îii+VA'5=o , xo+-a'</=o , >J-{-\'d'^o ; 

et alors \ et \' pourront tous deux être supposés entiers ; on pourra 
faire , par exemple , 

}^-±.d' t V=+</. 

En adoptant cette notation , la relation entre les deux première* 
équations devient : 

et l'on voit de nouveau , par là , que chacune d'elles .est comportée 
par l'autre ; de manière qu'on peut supprimer indifféremment l'une 
ou l'autre. 

11. Soit ensuite : 

on aura les équations à^ condition : 
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desquelles éliminant d'abord m\ U viendra : 

{ad'—daf)m-it-{a'd"~-d'a'^ = a , , 
q,d'—dbf)m-\-iP'd"—d'h")^a , 
icd'—dcf)m-k-{c'd"—d'c>f)^Q ; 
éliminant ensuite m entre ces dernières , on aura : 

{ad'--daf){çfd"—d'c'f)—{cd'~-dc>){a'd"'^'a'f) =o , 
ihd'—dV) (c'd'f~-d'c")—{çd'^d(/)(J»'d"~-dfh")-o ; . 

Et telles sont les relations nécessaires entre Les quantités connues 
o,b, c, d , a' y h' , c' t d' , a" h" , c" , d" , pour que chacune des 
équations proposées soit comportée par les deux autres ; c'est-à-dire , 
pour que chacune d'elles soit la somme des pi-oduîts des deux autres 
par certains multiplicateurs; ce qui, en pcmictUint d'en supprimer 
une quelconque , réduit à deux le nombre dos équations esaentieUe- 
ment différentes , et rend conséquemment le problème mdctermicé. 

De ces relations on déduit facilement , en transpcsant , multipliant 
et supprimant les facteurs communs aux deux membres de l'équa- 
tion-produit , 

(ad'—da')(h'd'^—d'bff)-~{bd'^—dy)ia'd"^d'arf)=o ; 

relation nouvelle , qui peut remplacer une quelconque des deux pre- 
mières ; en les développant, toutes trois, elles deviennent, après les 
xéductioDS , 

{a^—dafy-h{dcf~'cà^a^-\-{ca'^^a(/)d"-^t, , (i) 

{cdr^dc^y'-^{db'~-hd')c"+(bc'—cb'')d"^ o , (a) 

{]>d'—d¥)a"->r{da'—adi)h"-^{ab^~haf)d"=<s ; (3) 

multipliant respéctivemenl ces équations par A , « , r , et prenant k 

somme des produits, il viendra, -en réduisant et divisant par d , 

{bd-^h')a"-if{ca.'-^c')h"-\<fib^'-ha'y"=o j (4) 

relaticHk 
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relation qu'on poturaît , au surplus , écrire sous cRtte forme - 

{a(^^ca^{bic"^b"</)—{hcf—chf){a'd'—tt"c^z:^o , . 
et qui peut, comme Tëquation (3) , remplacer une quelconque des 
deux premières. 

Or , en vertu des équations (i) , (2) , (3) , (4) » on voit ( art. 6 ) 
que les valeurs générales des inconnues deviennent 
o o o 

12. Réciproquement, si l'on a les deux relations 

{pd'—dQ^ {ç'à"—d'c")~-{cdf—dc'){a'd"~d'a'^ =io , 
{j,d'—dh'){c'd>'—d'c")—{cd'~-dc'){b'd"~d'l'f) = o ; 
lesquelles , comme nous venons de le voir , emportent Texistence des 
équations (i) , (2) , (3) , (4) , et réduisent conséquemment à — les 
valeurs des inconnues ; il arrivera que l'une quelconque des trois équa- 
tions proposées sera la somme des produits des deux autres par cer- 
tains multiplicateurs ; ainsi, par exempte , on pourra admettre que la 

e'à" — dk" 
troisiètne est la somme des produits de la première par—— — — et 

àc" cH" 

de la seconde par — — — ■ ; si , en effet , l'on écrit l'équation 

. , , . eà''-~à>c» . ac''-~cd» 

at'—-ta' atf—cd* 

elle deviendra , en chassant les dénominateurs , transposant et réduisant , 

équation qui, en vertu des relations (i) et (3), se réduit à 0=0. 

i3. Si l'on fait m= — •— , ro'=-' — — , les équations de condition 
prendront cette forme symétrique : 

«l alors ^ , x' , x'' , pourront , tous trois , être supposés entiers ; on 
pourra foire , par exemple , 
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y.-cid"—c"d' , >i-=dc"—cd" , >/'-:^cd'—def. 

En adoptant cette noUtion , la relation entre les trois équations devient 

et Ton voit de nouveau , par là , que chacune d'elles est comportée 
par les deux autres ; de manière qu'on peut indifieremment en sup- 
primer une quelconque. 

1 4. Soit enfin ' ., . 

on aura les équations de condition 

a"^=^tn a , b'^:=m h , c"=^m c , d"'=.m d ; 
a"=.m'a' , l"-m'h' , c"—m'c' , d"—m'd' ; 
desquelles éliminant m et m' , il viendra 

ad"—da"—o^ bd" — d b"=o , cd" — dc''=.o i 
a'd"—d'a"=o , b'd"—d>l"=.o , dd/'—d'cf^o \ 
Et telles sont les relations nécessaires , entre les quantités connues 
a ^ b , c i d , a' ^ b' , c' , d' , a" ,,b" ^ c" y à" , pour . que chacune 
des trois, équations proposéss résulte indifféremment de la multiplica- 
tion de l'une ou de l'autre des deux restantes par uiie certaine quan- 
tité j c'est-i-dire , pour que chaque équation se trouve, à la fois, com- 
portée par chacune des autres, prise isolément ; ce qui , en permettant 
d'en supprimer deux quelconques , réduit le noinbre des équations i 
une seule , et rend conséquemment le probité plus qulndétennioé. 
De ces relations on déduit facilement celles-ci , 

ab" — ba"'^o , b i^' — cb"^^o , c af' — «c^^o j 
a'b" — b'a"-=^Q , b'c"~-^c'b"=o , da"-T-a'c'^'=~p ; 
ce qui donne encore 

ad' — da'=-o , bd' — dh'z^o , cd' — dc^=-o ; 

ab'-~-ha'zzo , bc' — cb'^o , ca' — ad'=-o ; 

et l'on, voit qu'en vertu de ces dernières ( art. 8 ) , les valeiirs gëaéra- 
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Je» d«s 'inoennues deviennent 

t ■ b '■''■.'■-. o o , - ' 

o -^ o- ,0 

' 1 5> B^f^tproquement » «■ les relation» 

.a'd"—d'aV-zzti ,, h'd"—d'h"=-Q , i^à"'—d'c"^o ; ' 

existent , ce qui emportera aussi l'existence des antres , et réduira con- 
sëquemment - à — ^ valeuis des inconnues ; îl arrivera que- chacune' des 
trois équations proposée pour^-s'obtimir, en muHipliknt l'une quel- 
conque des deux autres par un multiplicateur convenable ; ainsi , par 
exemple, on pourra admettra que la troisième est le produit de la 
première par — et celui de la second«î*par — ; si , Bn effit , on écril 
les £qu3tibns 

aHx-\-h"y^c"z-^"= — {a x-^-h y-^c z+d) ,. 



elles deviendront, en chassant les dânominateurs , transposant et rédui- 
sant, , 

lafd«—^'a")x+ib'J»—Â'b"^+ic'd"—^'c")z=o ; 
équations qui> en vertu des relations ci-dessus, se réduisent Jt o^o. 

i6. Si l'on fait m= et m'= , les équations de condition 

prendront cette' foçme symétrique . ' - 

Vfl'+X''fl"=o , >.'b'+\"b"=o , XV+X"c"=o , yJd>+K''d"s=o , 
et alors x, V, tJ' , pourront, tous trois, être supposés entiers; on 
pouira furé , par exemple ». 

. K=±d>d/f , x'—±d'fd , x"=;q:rfi/'. ■ ■ 

En adoptant cette notation , les relations entre les trots équations ' 
deviennent 
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et l'on Toit (le nouveau , par là , que chacune de c«fi équaUons se trouTC 
comportée par chacune des autres, ce qui permet d'en suppiuner în- 
diHeremnient deux quelconques. . 

1 7. Dans ce qui précède , ootis avon» tacitement supposé qu'aucune 
des trois équations proposée» n'était dépourvue de son dernier tenne; 
maïs lorsqu'au contraire on a J=<^:=(/"^o, c'est-à-dire-, Wsque les 
équations du problème sont 

il y a alors à distinguer les deux cas que voici : 

i.'' Il peut se faire que Its quantités connues a jb^ e , a\h^, c', 
a" , h" y c" , ne soient pas assujetties \ la relation 

ab'd'~~ac^h"-^a'h'f—ha'd'-^hc'a"~-€h'ùf' = % 
alors la question est déterminée, et elle est résolue par les seules valeurs 

:r=:o , J'— o t z^o ; 

ce qui est évident ( art. 6 ). 

2.° Il peut se faire , au contraire , que les quantités connues soient 
assujetties à la relation 

ah'&'—a&b"-\'ca'b»-~ha'c"->t-hc'a"^ch'4i"=<i ; 
alors la question est indétenniné« , et elle est résolue , non seulement 
par les valeurs 

x=.o , ^=» , i=:o , 

mais encore par une ïnBnitë d'autres représentées par les symboles 

o ' o " . o 

x= — , y= — ,■ z= — ; 

o- . •' o o 

i8._ Il est, facile de voir ( art. 8 , Ji , i4 ) i.* que , si cette relft- 
tion résulte de ce que 

ay — ha''==-Q , bt^—ch''^o , ca' — uc'-=.o ; 
ce sera une preuve que les deux premières équations ne «ont pas es- 
sentiellement différentes ; et qu'on peut , en conséquence , supprimer 
l'une' d'elles. Ce serait au contraire la première et la troisième qui se- 
raient équivalentes , si l'on avait 

eb^'—ba^'^o , bc"—cy'^<i , <:<!''— «r"=o ? 
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enfin les deux dernières seulement seraient éfjuîvateiites , sî l'on arait 
uniquement 

2." Si * au contraire , cette relation existe sans qu'on ait 

aV — ha'^^o , hc* •"iib' =o, c a' — a& T^d ; 

■ni aW — haf'^^a, hc" — ch^'^^o-, ca" — ac^'^o ; 

ni conséquemihent a'b" — Va^'^-O ^ Vc" — ^^i'^no, tf^' — aV^o ; 

on devra en conclure que chacune dés équations proposées est com- 
portée par les deux autres , et qu'ainsi on peut indifféremment en 
supprimer une quelconque des trois. 

3.** Si , enfin , cette relation subsiste avec les six relslîons parti- 
culières qui viennent d'être indiquées , ce sera une' 'preilre que toutes 
ces équations rentrent les unes dans les autres , et que (pns^quem-' 
ment. !1 snlKt d'en conserver une quelconque.' 

On voit par là que , lorsque les équations tombent dam le 'cas du' 
2.** de l'article 1 7 , dles se <rtpporteiit toujours i i'ùn des cas exa-' 
minés ( art. 8 , 11 , 14 ). • ' * 

ig. Nous venoîis de faire connaître les relations nécessaires et suf- 
fisantes entre les coeJficiens des équations du premier degré à trois 
inconnues pourries dîfférens. «s dlndétenninadon- dans lesquels ce» 
^uations peuvent se trouver; et nous avons fait voir 4uo, daas'l(>u5,' 
les valeurs dçs'iiHïonmles se présêncaîent' également soiiS la forme — ; 
il est aussi iacile qu'important de s'assurer que , réci[»^quemènt , lorsque* 
■estrCHs valeurs se présentent s<n(s cette fon»e , lès- équations tom- 
bent nécessairement dans l'un des cas d'îndétemiinatîbn que'nous arou' 
dbculés. . • ; ' . ; , . î 

En effet, pour que- lee valeiira de -i:;y, z, se présentent toute» 
trois sous la forme —, il est nécessaire, que les quatre fonctions des 
«oefiîciens desquelles elles se composent, soient également zéro > et nbu» 
•avons ( Mt. 1 1 ) qu'il ^uiEt poW cela qu'où ait ' ' 
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.Çad'—da'}i;"'^ldc'—€iî')a"+lra'-r-ac')il"=o , 
<ei/'—rfc')i"+c<;4'— *<?/)«"+( l>c'—<b')d"=o ; 
relations qu-'on pjîut encore .écrire .aliisi' - . , 

(,do"—ad")t'-\-ird"—dc")a'~{-iac"—€a"-n!'-=o ^ 

iih"—rd")ù'+lbd"—db")(:'+(cb"-—bc")d'=M ; 
»u de cette' aatre manière'"' -— , i 

ta'd'i~^a^c<^(d'c'''.—t'd^a+{^a''—aic>^d^ù y 

ic'd"~râ'e")b-^d>b"--b'd"'ic'^ib'e",~-<^b")d:Tsa.i . 

or, nous saTons aussi (.art. n ), qu'alors, les équations proposée* tom- 
■ bent au moins dans le cas d'indétermination où elles n'équivalent qu'i 
deux seulement; et, si l'on n'a iiniqucnient que ces relations, cha- 
cune d'elles aéra comportée par les deux autres ; mais si l'on a 
ad'—da'^=0 , hd'—db'=o , erf* — d^=so , 

ce qui emportera aussi' 

•i*— 4«^=o.( :• hif--ch'^3o ^ ■. es''— «c'sso^ ; 
ou si ro|D a ,■...■ . ■; 

fdf—Jtf^sxf , ldl'—di"=s»^ fd'''—dc"^^ t 
ce qui emportera aussi 

- ob"~-ia":sa , hf'—^'==a , , ta"—at/hisii-t 
bu, enfin , si l'on a , , ■ 

ce.qvi ei)^>9rtera"ttu^il.., . -.w-*.- :■■'.- >■ ■'• 

il arrivera que deux, équation? seulement seron^ éqtàvalenlcS', Mroîr : 
U {iremière et la seconde, dans le .prominB osa ; la première et la iroî-' 
s'i^iffe, dans le second;, et U «eçofiide «it la.iroisi^é dans le dermer. 
£nËn, si l'on a , À la fois, 

0d'-^d^=o , , Wf— (/i%» ; -• aif—i^i^ba; ' 

^ ad"'^a"z=o , bd" — dè"^^ , (:d"r^e'^po ( 

ce qui emportera aussi .. _| ^., 

*'d"—d'a"=a f i'd"—d'b"==9 , . f**^*— ^V=». :.. . ; 
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et , par suite y 

ab'—i4^^=o f ie'-^cb'^xt , ca' — oc'=o , 
. .- ^ -ai"— i<3"=0 j bc"-^b"^io , : c«"— a«"=o , 

o/ô"— i'a'feo , fc"-^l>"=« , c'a"—a'c"=o ; . 
alors les trois équations n'équivaudront qu'à une seulement , et con- 
séquemment le problème sera plus qu'indétermïnë. 

20. Nous n'éteDdixins pas ces recherches k quatre équations du pre- 
miV'-degni -nmfCTmant quatre ioconnues ^ ni à un plus grand nom- 
bre d'équations du premier degré entre un pareil nombre d'inconnues. 
Ce ;4{ue Ji^ft verioBs de dire porir deuxet' pour trois équations de c^ 
genre, doit mettre sur la voie pour continuer, ou du moins doit faire 
sentir comment on pourrait continuer. Le principal fruif qu'on peut 
retirer -des recherches de cette 'nature; est _de s£ procurer des .ca-i- 
ractères pour reconnaître , dans les probtètfies qui j bien que le nom~ 
bre des équatioss y soit égal au nombre des înopnnues'^iâc pcés^s-- 
teitt néanmoins sous une forme indéterminée ; combien il y a d'équations 
superflues, et quelles sont celles qu'il faut supprimer. , 

2iv Lorsque les équations, toutes dijpourvues tle dernier terme , 
tombent dans le cajs .de siinple indétenninatioa , c'est-À-dire.,;4uA.r 
le'èas '6Î1 il n'y en a' qu'une seule de superflue; on çn petjtidéd^Jre» . 
si' iloK les valeurs des inconnues , du tDoioA ies .TMleursd^.'^iiirs rap-- 
pôrts. ' ,' t ■ 

Qu'on ait en efTet les deux é<juations 

tvec la relation, . '. .- '. ■ ^ — ■ ■ ,--.:; — 

ûi^ — ia'zzo 
^les o-'éqùiviùdront qu'à ' une seule ( art. 5 ), et on en tirera 

■ « ' h ' ' X i^. ' 

; -, •■■.-■' ■ vr^— — . «* i«.3=.»_:_- j i.- ■:■ 
■ ■\- .y ■ /.. ,,7 :■,./. . -. f .. , - . ■ . 

Taleui^'' égales , en vertu de la reûtion ci-dfe»su5f\;^jj ,. , .:.'_ 
"ia. Pareillement, sî l'on a les troij. -équatiops, 1 



dbyGoo^^Ie 



220 CABACTÈRES DTNDÉTERMINATION 

arec la relation 

ab'c"—ùc'i"+ca'i"-~ia'c''+bc'a"—i^a":=n ; 
ces dquatîons n'tfquîvaudront qu'à deux au plus (art. 17 ); divisant 
donc par z, on pourra déterAiiner — et —, et consë^uemment aussi 
— , à l'aide de l'un des trois systèmes d'équations . 

l + J/Z + ^feo; )«" — +t"^+e*=a,; la — + i 21+e =0; 

C Z \ ■ K Z * \ Z * 

desquels on tirera : 



Ob'—bit' ' 

e'h"—h'c" 

~a'b"~i'u" ' 

'tb"—ic" . 

aV'—ba" ' 



tX par suite 



y at"—i'a' 
7 "" m-'-^ii' ' 



Talèars équivalentes , en vertu de , la relation ci-dessus. Ce» valeurs 
.savnt toutes déterminées , si chaque équation est comportée par les deux 
antres ; mAis si , au contraire , deux des équations seulement revien- 
nent l'une à l'autre , c'e5t-4-dtre , si l'on se trouve dans le cas du 1.' 
de l'art. 18, on trouvera pour un'dtes systèmes 



Des circonstances analogues se présenteraient^ si l'on avaltun plus grand 
nombre d'équations entre un pareil nombre d'inconnues. ■ 

32. Lorsqu'on a à résoudni un problème - du premier degré qnî * 

bien que son énoncé fournisse autant d'équations que d'inconnues, est 

néanmoins indéterminé', \ raison des relations qui e^^istent. entre ses 

données; û, pour détËnnioer les valeurs des inconnues, on a îmmé- 

• ■ - dialemént 
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. diatement recours aux formules générales, ou trouTera poûrcbacune 

d'elles, ainsi que nôusTenons de le voir — ; mais si, au contraire, 
^ .. o 

.dans -la rue d'obtenir une équation fuiale. ne renfermant plue qu'une 

'seule inconnue, on procède à l'élimination^. on ij^iye^ à l'équation 

finale 0=0, 

£n effet, puisgne des deux équations 

on déduit . 

*~~^ Ob'—bal * 
a s'ensuH que l'équation finale s , résulunt de l'élimination de / ent» 
ces deux équations, est 

équation qui dévient 0=0, Itwâqu'on 'a> - 

ah'—ha'^o , ch' — ^t/=o j 
c'est-à-dire , lorsque le problème est indéterminé. 

PareilleifleBt j ptii«q«< 4es irms (équations ,'. ■ .,;, 

on déduit. '•■■>• ' ■ ■ >' >■ 



y.ii:ih i 



i^t^'—:ac'b"-^a'b"—ia'c'f'+bc'»"~-cb'»" 

îl s'ensuit que l'équation finale^ ei^ x^^if^ulùnt; 4t: réUniiD<tt>9f ik y 
et z entre_ ces .trois équations ,_ «t. ^ _ - ■ . 

iaB'c''-~c^i''-{<am'-ba'c''-^a'''-cb'a'^x-{^db'c''—^c'b';-^d'b''—bd^^^ 
équation mi\, devient, aussi Q=o , lorsqu'on a^.^ la^/ois, 

•'est-à-dire, lofsque le problème est indéterminé. 

11 en serait de jaaènié pëar'on plus grarid^ nombre d'é^pations du 
Tom L 3o 
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premier ilegré, entre un nombre égal d'inconnues, et on pourrait prou^ 
ver que le mêirie caractère d'indétermination se manifeste aussi, dans 
les problèmes des degrés supérieurs au premier. 

33. Nous' allons maintenant appliquer les principes qui Viennent 
d'être développés aux trois équations 

x—hxr^cy y y^cx-\-az , x—ay^èx ; 
En les écHTant ainsi : 

X — cf — iz=o , —^cx-\^—az^=o t — àx — fljc+x=o } 
et les comparant à celles de l'art* 6 , on aura 

« = 1 , h ^—c t c = — è , 
fl' = — c , i' = 1 ^ ^ = — « , 
a"=~b , */'=—» , f"= I. ; 
en conséquence , la foncli«i 

deviendra ^ v 

suivant donc que cette fonction sera ou ne sera pas e^ , Je piO- 
Jflème rsera'ou ne aéra pas indétcrtni^ 

Si cette fonction n'est zéro qu'à cause des relatioiu pirtîcujito 

fl-|-^i:=o , k+ac^ù \ I — c'^o i 

les deux premières équations seront équivalentes* Ce sera la prenùiit 
' «t la troisième qui le seront, si l'on a 

et ce sera la seconde et la troisième , si l'on a 

i-^M;=o t - M^=o , 1 — a'=o j 
Si ces relations ont toutes lieu à la fois , les trois équations n'é- 
quivaudront -qu'à une seulement; et si aucfine d'«Ues n'a lieu, et qui 
•bpendant on ait 
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chaque ëquatioA «era comportée par les âeux autres , et deux quel- 
Mmqties pourront remplacer les trois. 

34* Dans ce dernier cas, on pourra assigna- \eê talenrs de — , ■*- ^ 

et , par suite » celle de — . En faisant les substitutioiis conv^nalales 
dans les formules de l'art* 21 > on trouvera : 

J" ~ a-\he * 7 ~ 1— c» * X ~ ô+je * ■ 

' » ï— o» y __ H-"* * _ *+« 

J" ~ c+fl* * « ~ H^c * « "" I— o> 

* Hhiï ^ _ 1 — 6' « __ g+fa 

Pe ces (»çpres6Îon$ on dëduira encore les suivantes: , 

7 ~ V »^' * ' ~ V "-*" ' * 

valeurs qui peuveat être expriindu ntianneQqnent , au moyen dea 
fonnules précédentes. . -. - 

3^. Soient A , B , C , trois angles ; et » en supposant le rayon égal à 
l'imité j faisons 

«=CosA , i=Cos.B , ^;=Wç i 
lu éyruÎMi) du pnAliua» 9en>at '. , ,, 

j=:zCosA+«Cos.C , 
<=<CosJB+^^s.^ } 
et on aura, d'après les dernières formules , 

X _ f^^-^ y _ Sin.B « ' _ Sin.C 

j ~ Sin-B * * ~ din.C ' - F ~ Sm-A * 

<Hi pourra donc admettre que x ^ y t Xy sont les trois côtés d'un tili*- 

gle rectiligne , et A» B, C, £» aaulcp' qqi'ieur sont respectivemeiK 
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opposa, et alors les ëquatîons (T) seront des ëquatîoBs ée relation entn- 
les uns et les autres. '• . 

25. Mais il ne faut pas perdre de rue , art. 32 , quç, tout cela est 
subordonné à la condition. 

I — a* — è* — £* — 2abc~o , 
laquelle devient, dans le cas actuel , 

1— Cos.'A— Cos.'B— Cos.'C— aCos.AC#s.fiCos.i:ïao ; 

■• .' ., " t 

il Importe donc de s'assurer que,' cette coqdition se vérifie popr le triao- 
gle rectiligne V et il .faut bién'qu'elle se vérifife en '^ilèt ,'pui«ju'au- 
bement les équations (T) donneraient uniquement :r=o, x^=o, z=o ; 
ce qui reyicndrait & dire que,' dans-tout triangle pies trois côtés sont 
nécessairement nuls. 

Or , cette cûndition peut Jtre mise successivement sôus'les dir^se* 
formes què-'voici : - _ " / 1 . 

'<i--Neos.">A)Ci— Cos.*B);=(CoS.C-(-Co3.A-Gbs.B)» , 
: t ' .; ''' '4lSrm.AJKn;Bac 'C«^jGrf-CasjWGw*B ',-, > 

— (CosACos,BiSinASin.B)= Cos.C , 
" '■'• Cos.C=^CÔs.(A4:B). ' 

Ctette dernière équation ne peut être prise avec le signe supérieur ; 
car, en supjtosant B=À, elle deviendrait Cob.C=— Coio= — 1 ; d'où 
l'on tire en général C=(2A~t-i)i$é^ ^•Sk~^i^Xaittiim:ooicim im- 
pair positif quelconq^ie^ 'mais oiA.a G^^.ii^o^, on devrait donc aroir 
2^+1 < I * tandis qu'U^ n'y a point de nombre impair positif plus petit 
que l'unité} on doit donc avoir simplement 

■ 'Co8.C=— Cos.(A-ï-B). 
De cette dernière équation on' tiré ,' en général ,' ' -■-•■■ 

■ ^'- :;c= (2A+T7ii8b»4(A+B) y-:' ■ 
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sA'-f-i ëtant toujours un nombre impair positif; majs , à cause de 
A<i8o°, B<i8o*, C<i8o<*, on a A+B-+-C<3.i8o<', et consé- 
quemmenl 2À+i<3, d'où k=o et, par suite, 

AH-B+C=i8o° ; 
tl serait donc dëmontrë par \h , si déjà on ne le savait , que , 
dans tout triangle rectlllgne , la somme des trois angles vaut deux 
angles droits , et est par conséquent une quantité constante ; et c'est 
\ cela , comme on le voit , que tient l'impossibilité de déterminer le4 
côtés d'un tel triangle , par la seule connaissance des trois angles. 

zB. Si , comme il parait plus naturel de le faire, on suppose an- 
r^rïeurement connu le théorème qui vient d'être démontré , on pourra , 
en le combinant avec l'équation de relation , en déduire une autrft 
proposition beaucoup moins élémentaire. De l'équation 

A-|-B+C=i8o" , 
on Ure ,- en effet , ' 

• 0=180°— (A+B) d'où Co8.C=— Cos.(A-J-B) ; 
mais on a ( art. 25 ) 

Cos.C=— (Cos.ACos31:Sm^Sui.B) ; 
donc 

Cos.(A+B)=Co3.ACos.BiSin.ASin.B j 
or , on ne peut avoir 

Co8.(A-|-B)=CosACos,B+SîiuASînJB , 
puisqu'ea faisant A=9o'' , et supposant B<gQ'' , il viendrait 

Co5.(9o''-l-B)=Sm.B , 
À]uation qui ne peut être admise i puisque Cos.(9o''-f-B) doit ttr* 
lM^;atif , et que &in3 ne l'est pas ; on a donc uniquement 

Co3;(A4-B)=Cos.ACos.B— Sin.ASin,R 
De là on conclura facilenent 

Co9.(A— B)=:CosACos;B+SiniASin£ 
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«t j par suite , 

Sin.(Ai:B)= Sin.A Cos^±Cos.A Sin.B. 

27. £n étendant la remarque qui tenuinc l'art. 25 , il est aise ds 
sentir qu'en général , toutes les fois que la solution A*un problème 
dépend d'un nombre diiterminé de données indépendantes les unes 
des autres, si l'on choisit des données telles qu'il y ait entre elles une 
ou plusieurs relations nécessaires y le problème demeurera îndétennlné , 
puisqu'on sera dans le même cas que si l'on avait moins de don- 
nées que ne le comporte la nature du problème. 

Ainsi , parce qye la somme des trois angles de tout triangle rec- 
tlligne est une quantité connue et coHstante , lorsqu'on donne ces 
trois angles, on n'en donne réellement que deux, et le triangle de- 
meure indéterminé. Au contraire , cette somme étant variable , dan» 
le triangle spbérique , ses trois angles lorsqu'ils sont connus ^ sont 
trois données indépendantes qui rendent ce triangle absolument dé- 
terminé. 

28. En conservant les mêmes notations que ci-dessus , on a , pour 
le triangle sphérique , ainsi que je l'ai démontré , dans ma TrigoniH 
métrie sphérique analîti^ue , 

I— Coa.*A— Coi.*B— Co5.*C— aCosA CotB Co«.C=:Sin.»r Sik*A Sia *B (^ 

et, comme on a évidemment 

8în.»xSra.'A5in.*B>o ; 

on aura , semblabTement , 

I _Co8.»A— Cos.'B— Cos.»C— aCos AC05.B Cos.C > o 

(*) On a en affet , ( Voytt ptge »o3 de te v«!ume ) , 

ce qtù , en passant au tmogle polaire ou suppléoentiiTc , donne l'équation <»■ 
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«e qui| en procédant comme en l'art. 26» donnera , en premier lieu, 

AH-B+C>i8o*; 

Ml aura ensuite , comme dans le triangle rectiligne , A+B+C < 3.i 8o*. 
Ce qui prouve, comme nous l'aTons annoncé, que, dans le triangle 
«phérique ^ la somioe des trois angles n'est pas une quantité constante, 
comme dans le triangle rectîHgne. 

£9. Lorsqu'un problème est mdëterminë ou plus qu'indéterminé , 
il est évident qu'on en peut lever l'indétermination , en se donnant» 
à volonté 4 une ou plusieurs inconnues. 

Mais , en même temps , H faut avoir soin de prendre , pour lea 
•onnues , des quantités qui satisfassent aux relations qu'on sait de- 
voir alors subMSter entre elles. 

3o. Appliquons ces principes & la résolution des équatùms à-dessw 

En supposant le problème indéterminé , il faut qu'on ait, comme noM 
l'avons dît ( art. 23 ) 

1—0* — i* — c*— 2fl5tf=o ; 
iquation qui , en supposant a et 6 quelconque , donne 

d'ojt l'on volt que , 4J et 5 étant donnés , ^ ne peut plus £tre pris ai>* 
bitrairemenL 

Ces deux valeurs de c peuvent être également admises en général; 
mais si l'on suppose que tf , 3 , f , soient les cosinus des trois angle* 
d'un triangle rectUlgne , comme nous l'avons fait' jusqu'ici , le signe 
inférieur du radical devra être rejeté , puisqu'il donnerait Cos.C=— 
Co6.(A— B), au lieu de CosC= — Cos.(A-4-B) que l'on doit avoir; notli 
se prendrons donc simplement que 



3i. Puisque c est donné par une fonction irrationAelle de s et^}, 
âltipposés quelconque* , aa peut s'Imposer la loi de ne prendre podr 
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e que des quantités rationnelles ; alors a fXb devront être d^rmin^* 
en conséquence de cette nouTelle condition ^ eusorte qu'ils ne 'pourront 
plus être quelconques. 

Pour rendre rationnelle ^/(i — û')(i— ^') il faut rendre sëparément 
rationnels ^/i — a* et ^/ \ — b^ -y on y parvient en faisant 

on obtient ainsi 



a~^ *■ — 

çt , par suite , 






~ (n>-|-m»X?'-H'') * . 

formules dans lesquelles il sulEt de prendre pour m , n f p^ ç , des 
nombres entiers quelconques. 

Supposant donc que x est donnd ,. on trouvera ( art. 23 )i 
e-\-ab e-^^h 

ce qui donnera , en substituant 

x= '■'■■■ .1.11. — ^ y^ I ' ~ ; 

au surplus, pour ëviter les fractions, on pourra faire 

telles sont donc les formules générales qu'il faut employer pour ob- 
tenir des triangles dont les trois c6tés soient des nombres rationnels 
et entiers , et dont les angles se trouvent avoir , tant pour leurs sinus 
que pour leurs cosinus , des no;nbres rationnels. 

Si, par exemple, on suppose, «=2 , m=i , ^=3,/»=2, il vien- 
"Aa- •-■■.■ 

s=zB , . j=3o ^ ^=28 ; 
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S\tt./L= 


5 


= 0,800 


0000 , 


Siii.B= 


12 


=0,923 


07.5 , 


Sm.Ç= 


56 
65 


=0,861 


5384; 
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tt ensuite 

&».A= i , I 

C«.C=— i ) 
ce qui , en consultant les tables , donne 
A=53» 7' 48" » ) 

8=67" aa' 46" , } somnie=i79" 5^ 58" j 
0=59" 39' 24" î J . - 

e'est-^-âire, il 2" près, AH-B-t-C=i8o'. Cette l^ke différence tient , 
comme l'oaC^t , i ce que les valeurs des angles , déluites de leurs 
sînus , ne sont , en général » qa'approchées. 

3a> On pourrait , rebtiTement aux^ problèmes des degrës sup^cors 
au premier , se livrer à des recherches analogues à celles qui vieniient 
de nous occuper ; mais l'ëtendue de ce mémoire , déjà peut-être trop 
long j nous force de temuner ici* 



3i 
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QUESTIONS RÉSOLUES. O 

Solution du problème énoncé à la page iv) de 
ce volume. 

Par M. **• 



JjjjfONCÉ. Partager un tétraèdre en. deux parties équivalentes , par 
un plan qui coMpe deux, couples d'arêtes opposées , de manière que 
l'aire de la section soit un minimum ? 

Solution. Soit partagé les quatre arêtes dont il s'agit en deux 
parties égales ; il est aisé de toit que leurs' milieux seront les 'ttoa- 
mels des angles d'un parallélpgramme ^ et seront consé^feiameQt dam 
un même plan parallèle , à la fois » aux den^ arëte^ restaotes ; d'oà il 
résulte que ce plan partagera le tétraèdre en deux tnmcs de' priâmes 
triangulaires. 

Or il arrivra > à U fois ^ i.** que ce mâme [plan partagera le té* 
traèdre en deux parties équivalentes ; s." que parmi tous lefi plao^ 
qui , coupant les mêmes arêtes , satisferont à cette condition , cetui-U 
donnera une section dont l'aire sera un minimum. (**) 

Si les arêtes sur lesquelles doivent être situés les sommets dea 
angles de la section ne sont pas désignées , le problème sera sus- 
ceptible de trois solutions , parce que , dans un tétraèdre ^ il y a trois 
manières de choisir deux couples d'arêtes opposées. (***) 

(*) Les rédacteurs n'ont encore reçu aucune tolution du problème énoncé à b page 
126 de ce volume. 

(**) On propoie de démontrer cet deux théorème*. 

(***) On propote de déternûoer quellti ett celle de* iroït lolulion* qu! répond 
■u minimum-niïaimorum •«. 
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Solution du problème énoncé à la page 128 

de ce volume. 

Par un Abonné. 



' Énoncé. Deux points étant donnes , déterminer l'équation la plu» 
générale des courbes planes qui > passant par ces deux points , sont 
telles que l'espace mixtiligne compris entre l'arc qui s'y termine, et 
sa corde , soit équivalent à une surface donnée ? 

Solution. Soit P et P' ces deux points , et Tapporlons-les ï deux 
axes rectangulaires ou obliques ; soit alors ( a , 3 ) les coordonnées du 
premier , et ( « , ^ ) celles du second. 

On connaîtra ainsi le trapèze compris entre la droite qui joint ces 
deux^ points , leurs ordonnées et l'axe des jr ; et l'aire de ce trapèze 
, sera 7(^-4-^) (û-^»). 

Puis donc que l'on connaît aussi l'aire du^ sèment compris entre 
l'arc qui se termine à ces de^iix points et sa corde , on doit connaître 
également l'aire du quadrilatère-mixtiligne compris par l'arc de courbe, . 
les ordonnées des deux extrémités de cet arc et l'axe des abscisses : 
l'aire de ce quadrilatère étant la somme ou la^ difi'érence de l'aïie. 
du trapèze et de celle du segment. 

Soit donc représenté cette dernière quantité par k* , et soit désigné 
pan T ,y, pf trois fonctions absolument arbitraires , mais nécessaire- 
ment difFérentes, de l'abscisse j ; soit enfin désigné par'F',y, f' , les 
coeificiens dliTérentiels ou Jonctions~primes de ces fonctions , l'équ»- 
lion demandée sera : 

+^'(FV— PV'fll-KFfl— F.)Oî^'«— «/'•HK/a— y«)(*P»-^tf)}?'*. O 
C) Oa prt^Kwe de couvrir l'analÏM ^ a pu condniie 1 ce réiulut. ~ 
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En effet , i .* il est facile de se convaincre que cette équation est 

également satisfaite par les valeurs x=a , y'=.b , et par les valeurs 

x—m^ y — ^ , et qu'ainsi la courbe qu'elle exprime passe par les 

deux points donnést 

2." Il n'est pas plus difficile de se convamcre qu'en substituant 

la valeur de y^y tirée de cette équation , dans la formule fydSf et 

intégrant , entre xzza et ;r=«, on obtiendra k* pour résultat , ainsi 

qu'il était encore exigé. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème de Géométrie, 

J.yRiTTt canaux rectilignea se coupent sous mie inclinaison déterminée, 
et une ville se trouve située , d'une mani^ connue , dans l'un des 
quatre angles formés par leur intersection. 

On veut établir deux ponts sur ces canaux , et construire une 
route de communication de ces deux ponts à la ville pour l'usage 
de laquelle ils sont destinés. 

U s'agit de déterminer en quels lieux il faut établir ces deoz 
ponts , et de qu^e manière on doit diriger les branches de la route, 
pour que U longueur totale ■ de celle-ct soit la moindre possible ? (*) 

ThéorèTTie de Géométrie. 

Dans tout qua^latère , la droite qui joint les milieux des dwi): 
diagonales passe par l'intersection des deux droites qui joignent les 
milieux des côtés opposés. 

(*) On peut généralisa c« problème » en supposant Us deux canaux de £gufa 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

'Méthodes directes pour résoudre cette question : Étant 
doonëe, d'espèce et de position dans l'espace , une surface 
du premier ou du second ordre , placée comme on vou- 
dra par rapport aux plans coordonnés , établir l'équation 
numérique de cette surface , relativement à sa situation 
actuelle ? 

( Artide Taisant «uile i la question traita i la page 180 de ce toIcdw. ) 

Par M. Raymond , Principal et Professeur de mathémati- 
ques du collège de Chambéri , membre de plusieurs so- 
ciétés savantes et littéraires. 



A,PRÈS avoir exposé le moyen d'^talllr les ^uations numériques des 
courbes du second degré , données sur un plan , il est naturel d'appli- 
quer la même marche à l'espace , en traitant quelques exemples propres 
h mettre les élèves sur la voie. Ce n'est pas que cette n^cherche soit 
susceptible de dilficultés ; mais il nous 'a paru convenable de com- 
pléter l'article que nous avons donné précédemment. 

10. i." Poar le plan. L'équation générale du plan est, comme l'oa 
sait , . * 

Az-f-Bj'+Cjp+D = o- 
Si l'on a un plan qui passe par Jes axes des x , des' y, et des z, 
à des distances de l'origine des coordonnées , indiquées par les nom- 
bres respectifs '3 , a , 5 » on aura, dans ce cas , 

Tom. L 3a 
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-- = 5, -;5-==, - c- = 3. 
d'où l'on tîre ces relations 

5A=2B=3C=— D î 
donnant donc à D la valeur que l'on voudra , on déterminera les quatre 
coefBcîens de 1 équation du plan. Faisant , par exemple , D = i , on aura 

A=-i, B=_^ C=-l. 

ce qui donnera 

6z-4-i5/+ioj:— 3o=o , 

pour l'i^quat'on du' plan proposé. 

C'est avec la même facilité que l'on établirait- l'équation , si l'on 
avait pour données les valeurs des angles respectifs du plan proposé 
avec les plans coordonnés. 

11 est inutile de s'arrêter à des considérations de cette nature ; pas- 
sons aux surfaces du second ordre. 

II. On sait que l'équation générale des surfaces du second ordre, 
résolue par rapport à z , donne : 

— '—\ 7r~\ 

— lAAO» , aCBll'— 2AH") , (B"— 4AA") , , acBC— lAC/) 2(B'C— aAO) C'-ti 

4A» r B*-4AA' B^4AA' ^ !(•— 4AA' ''^ B^^AA' '^B^ 

- et que le plan-diantètre de la surface a ainsi pour équatioa 

\ aA ) 

LlDtejrsectlon de ce plan ^vec la surface appartient également an ey- 
lindre tangent qui limite cette surface et qui la projeté sur le plan 
des xy. On obtient l'équation de cette intersection , en égalant Ji zéro 
le polynôme en xy qui est sous le signe radical de la valeur de z ; 
et l'équation résultante , indépendante de z , appartient, à la fois, à 
^ut le cylindre projetant et à la projection même de la surface. sut 
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le plan des xy. Ces choses étant rappelées , nous pouvons passer aux 
exemples. 

12. 2." Pour rellipsofde. Soit ILI'L' ( fig. i ) la projection , sur 
le plan des jy , d'un ellipsoïde disposé de manière que son grand 
axe suit parallèle au plan des xy , et élevé au-dessus de ce plan d'une 
quantité égale à 4- Soient 

AB=2 , AB'=4 i BI=i , OL=i. 
L'ellipse ILFI/ aura pour équation (2) : 

y* — xy-f^ ^ x' — Sx-i-8 = o. 
JjC plan-diamètre, parallèle au plan des xy, aura pour équation (10) : 

z=4 . ■ . ; 

en sorte que Tëquation de la surface sera de la forme 

B» — 4AA' 
Il ne restera donc plus qu'à déterminer le facteur ' , ce qui 

se fera comme il suiL 

Les coordonnées x et y^ relatives au centre de l'eUipsoïde > sont ici 

AC=3 , C0=| ; 

faisant donc x=3 , y= r » dans le polynôme en sy ci -dessus» I» 

Taleur da radical deviendra alors celle du demi - second - axe de la 

surface. Exécutant donc la substitution, et supposant le deml-secondr- 

axe égal à l'unité , il faudra poser 



7/(B' -4AA0 ~ _ 

r TTl -^ — * = * » "*■" 



B-—ihk' 



L moyen de qaoi Tëquatian de ta surface deviendra 
^-4±J^—(^y'—xy + ix'-6x-\-ii) , 



4^'— 4x/-|-4y»H-5^'— 33^—24 jr+96=o ; 
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équation cliercli^e , que l'on vérifiera aisément par la disciMsion. 

On obtiendrait une équation toute diiTérente , si, sous la même pro- 
jection , on supposait ,;iu second axe de l'ellipsoïde ^ une autre valeur 
que celle que nous lui avons assignée. 

i3. Supposons que la même projection de la figure i." appartienne 
h un ellipsoïde incliné sur les trois plans coordonnés, tel que son plan- 
diamètre, parallèle à l'axe des^, fasse, avec le plan des a:j, un angle 
dont la tangente trigonomëtrique soit égale à ;, et passe sur l'axe de» 
t k une hauteur égale à l'unité , l'équation de ce plan sera : 

celle de la surface sera donc de la forme 



et , le second axe étant encore supposé égal à 2 , on aura y comm* 
précédemment 

B-— 4AA' 

«e qui donnera définitivement pour l'équation chercha 



•u 

4^* — ^■zjr— ^j*y+4/'-f-6;r'— 8z— ■20j>+-36 =0. 
i4- SoU le point conjugué O ( fig. 2 ), considéré comme le rësultat 
de la contraction totale d'un ellipsoïde situé au-dessous du plan des 
xy , et projeté sur ce plan au point (V; soit le plan-dlamèlre pas- 
sant par les poinu D , £ , F , de telle sorte que l'on ait 

AD=i ,; AE=2 , AF-i i 
soient enfin 

AC=:3 , C(y=3 . 

.le plan-diamètre aura pour équation : 
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r^qualion de la projection CV sera (3) : 

de manière que celle de rellipsoïde O sera -de la forme 



Substituant donc , dans le polynôme en xy , les valeurs de AC et 
CCV , et égalant le radical à zéro , à cause de l'évanouissemcut des 
sxes de l'ellipsoïde , il viendra 

4A» ~ o ' 
en donnant donc \ ce facteur une valeur arbitraire ; en le faisant , 
par exemple , et pour plus de simplicité , égal à — i , on aura 



d'où 

iquation cherchée, 

1 5. S." Pour r kyperboloîde. Soit un byperboloïde \ deux nappes , 
projeté sur le plan des xy , comme on le roit ( fig. 3 ) et de telle 
i^ijfiti que l'on ait 

AB=7 , AWsi , AD=A0=4 » 0L=^, 

L'équation de la projection sera ^ 

Supposons que le plan-diamitre , parallèle à l'axe des x, fasse areC' 
le plan des xy un angle dont la tangente trigonométrique soit égale 
à 7 , qu'il s'élève du côté des y négatires et passe sur l'axe des z , 
au-dessus du point A , à une hauteur égale 4 i ; ce plan diamètn) 
aura pour équatioo ' 
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rëquatl3n de la 5urf;)ce sera donc de la forme 



■hy^'±J/ '''\^^^"'\ y'-\-2xy-\-'-x>-^^ 



fa'sant, dans le polynôme en ay ^ j;=A0 = 4» J=0) ctéj;,a!ant le 
radical it la valeur du demi-second-axe, supposée égale k 4 , ei rca- 
due imaginaire ^ on trouvera 

ce qui donnera , pour IVquatiun cbcrcliée , 

ZBz*-^'6Qzy~\--] 2xy-\;-^:>Y*-\-.ioj;' — '^.z — 3:>4/ — i6oj--f-5oo=o. 

i6. Soient les doux droites OS et OR ( fïg. 4 ) s considerfies comme 
les traces, sur le plan des :ry, d'un système de deux plans tangens 
à la surface d'un cône , et projetant celte surface sur ce plan ; soient 

AD=3 . AE=6 , AC=i , OC=3 ; 

les droites OS et OR auront respectivement pour équations 

y-\-2.x — 6=0 , y — 2j;=o. 

Multipliant ces deux équations par ordre , on aura pour équation de 
la projection 

y* — 4^ — 6j-4- 1 2Jr =: o. 
Si l'on suppose maintenant que le plan-diamètre , en rertu des 
données convenables , ait pour équation 

z — 4/ — 6x=o , 
l'équation de la surfdcé tonique sera de la formé 

substituant , sous le radical ^ les valeurs de ÂC et CO , et égalant cfr 
radical à zéro > on trouvera 

B"— .;aA'__ o 
4A» "ô ' 
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faisant . donc; , pour plus de simplicité 
B'— 4AA' 

r^quatlon chercha; deviendra 



z—'iX'^^^—V' — (/' — 4'^^ — Gf+i2x) , 
ou 

x' — 8s:y—i 2zx-\~4Sxy-i~i "jy'-^-Zzx' — Sy-^-isx—o. 
17. 4'*' Pour le paraholoîde. Soit NIN' ( fig. 5 ) la projection ^ 
«ur le pian des xy^ d'un paraboloïde Icllement situé que l'on ait" 

AD=3 , AB=5 , AE=3 ; 

« soit le paramètre NN^=4ï/ii*> "î'o^ ï'o" déduira 

AC=7 , C0=^. 

L'équation de la projection -sera 

y* — ^xy-^-^x'-^^y — 35jr+i39=i); 

Supposons que le plan-diamètre passant par l'axe des x fasse , arec 
le plan des xy, du côté des y négadres , un angle dont la tangente 
trigonométrlque sott égale à ; ; l'équation de ce plan sera 

*=— ir . 

«t celle du paraboloïde sera de la forme 



Substituant , dans le polynôme en xy les valeurs de AC=7 et de 
CO = ~ , et égalant le radical à 2.^ 1 3 , valeur supposée du demi'" 
paramètre , on trouvera , toutes réductions faites , 
B»— 4AA' 

-^^-^ . 

M qui donnera 
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■e = —hy±l/~~ (7.'-3j7+ ; ^'4-6y-35ar4-i 39) , 
«u enfin 

Nous laissons aux élèves le soin ■ de varier davantage les donnas ; 
ils peuvent se proposer, par exemple, l'hyperboloïde à deux nappes , 
situé dans le sens des z , l'hyperboloïde à une seule nappe , le pa- 
■raboloïde hyperbolique , etc. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du premier des deux problèmes énoncés à la 
page ï5g de ce va/ume; 

Par M. Lhuilier, Professeur demathématitjues à l'académie 
impériale de Genève, 



Jii NONCÉ.Vatta^eT , FAR LES' ÉtÉMENS , un cercledonfié, en □■ 
nombre proposé quelconque de parties , égales entre elles , tant en 
surface qu'en contour? 

Solution. Le nombre des polygones réguliers qu'on peut inscrire 
au cercle , par la géométrie élémentaire , est très-limité ( malgré la 
belle découverte de Gauss ) ; donc aussi le nombre des manière* 
de partager un cercle en secteurs égaux entre eux est fort borné , 
du moins tant qu'on ne voudra employer que les voies élémentaires, 
c'est-à-dire , la règle et le compas. 

Que le rayon d'un cercle soit coupé en parties inégales entre elles , 
de manière que les quarrés des distances des points de division au 
centre croissent conuiie les nombres naturels. Soient ensuite décrits des 

cercles , 
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cercles , concentriques au cercle donné , dont les rayons soient les 
distances de son centre aux points de division ; les couronnes cir- 
culaires terminées par deux circonférences voisines seront toutes égales 
en surface^, mais elles ne le seront pas en contour. ^- 

Comme la surface d'un segment de cercle est la moitié du rec- 
tangle du rayon par l'excès de l'arc sur son sinus , la section d'un 
ceralei en parties égales en surface , par des chordes parallèles entre 
elles , est un problème transcendant dont on ne peut obtenir la solur- 
tlon que par des voies de tâtonnement et d'approximation. Il est 
aisé de voir d'ailleurs que les parties d'un cercle ainsi divisé ne 
sauraient être égales en contour. 

Il en irait absolument de jnéme si l'on voul«t "diviser le cercla 
«n parties égales par des chordes partant du même point de sa cir- 
i;onféi:çnce., ou par des droites partant d'un point inténesf autre 
que son centre. . 

Ïja solution élémentaire du problème proposé paraît donc ne 
pouvoir reposer que sur les seules considérations suivantes: 

i." Les circonférences des cercles ( et partant aussi leurs demi- 
circonférences ) croissent comme leurs rayons. Si donc les rayons 
d'une suite de cercles suivent .une progression arithmétique , leurs 
demi-circonférences suivront aussi une progression arithmétique , «C 
conséquemment la somme de . deux demi-circonférences , également 
di»tantçs,des extrêmes, sera use quantité constante et égale à la sommq 
des demi-circonférences extrêmes. 

.2." Les surfaces des cercles ( et partant aussi celles des demi- 
cercles ) croissent comme. les quarrés de leurs rayons. Si donc le* 
rayons d'une suite de cercles croissent comme ks nombres naturel*, 
les diffirences consécutives des aires de ces cercles ( et parlant ailssi 
celles des aires des moitiés de ces cercles ) suivront la progression- 
arithmétique d«s nombres impairs. Aiosï les sommes des difFérenccs' 
également distantes du plus petit denù-cercle et de la différence des 
deux plus grands , seront une quantité constante et égale à cette diJTé- 
rence des deux plus grands demi-cercles, augmentée du plus petiu 
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Ces principes établis , la construction 4u proUème proposé $a ré-' 
duii It ce qui suit : 

Construction, Soit mcnë un diamètre du cercle donné , et soit dî> 
visé ce diamètre en autant de parties égales qu'on veut obtenir (b 
portions de cercles égales à la fois en surface et en contour. 

Sur les distances des points de division à l'une des extrémités du 
diamètre , prises elles-mêmes pour diamètres , soient décris des demi- 
cercles, tous situés d'un même côté du diamètre divisé. 

Soit fait la même opération de l'autre côté de te diamètre , mais 
\ partir de son autre extrémité , c'est-i-dirc en sens inverse, 

11 est d'abord clair que le cercle donné se trouvera partagé ea 
autant de parties qu'on aura fait de divisions dans son diamètre , 
e'est-à-dire , en autant de parties qu'on s'était proposé d'en foire. 
■ De plus , chacune des deux courbes qui terminfiront chaque partie , 
se trouvant être la somme de deux demi-clrconfétences également 
distantes des extrêmes , sera égale à la demi-circonféience du cercle 
donné , d'oii il suit que le contour total de chaque partie sera égat 
à la circonférence même de ce cercle. 

Enfin , chaque partie du cercle divisé étant la somme de deux' 
différences de demi-cercles également distans des extrêmes , toutes 
ces parties seront égales en surface , ainsi qu'il était demandé. 
^ L'inspection de la figure 6 oii te cercle se trouve divisé , par ce 
procédé ,, en sept parties , égales k la fois en surface et en contour, 
mettra cette construction dans tout son jourl 

Le même procédé s'applique â la division d'un polygone régulier 
d'un nombre de côtés pair , \ celle de l'ellipse et, en général, d« 
toute courbe fermée et convexe , symétrique par rapport à une droite.' 

Il peut aussi être appliqué à la division du cercle en parties dont 
les surfaces soient entre elles dans de» rapports donnés ; maïs let 
contours de ces parties ne seront plus alors dans le rapport de leuri 
•urfaces. 
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Solution du deuxième problème de la page 1 69 de 
ce volume ; 

Par un A B o M N É, 



JiiNONCÉ. Soient divisés les eôXÀs d'un polygone rectilîgne queleoni- 
^ue, chacun en m parties égales, m étant >3; soient prises, sur le» 
deux côtés de l'un des- angles du polygone , à partir du sommet de cet 
angle , n des divisions de ces côtés , a étant < îm ; soient joints les deuit 
points déterminés de cette manière par une droite , et soit fait la mime' 
opératton sur tous les anglee de ce polygone. Les droites déterminées 
de cette manière formeront, avec les portions de côtés du polygone- 
primitif qu'elles intercepteront , un polygone d'un nombre de côté» 
double inscrit au premier. 

Soit opéré sur ce nouveau polygone comme sur le polygone pri- 
mitif , Bi et n demeurant' toujours les mêmes ; on obtiendra ainsi un 
troisième polygone qui sera , k l'égard du second , ce que celui-ci est 
à l'égard du premier , et sur lequel on pourra encore opérer de la* 
même manière ; de sorte qu'en poursuivant sans cesse le même pro- 
cédé , on engendrera une suite de polygones , faisant tous parUe les- 
uns des autres et du polygone proposé , si celui-ci est convexe , et tels- 
que le nombre des côtés de chacun sera double du nombre de ceuj& 
du précédent. 

Tous les polygones aînsî fbnnés seront évidemment A-conscrIts i- 
une même courbe fermée , laquelle sera leur limite commune. 

En supposant donc que le polygone primitif est donné , ainsi que^ 
les nombres m et n , on propose de déterminer ta nature de cette- 
courbe ? ■ 

Solutioa» Q n'est pas diiEcile d'apercevoic qu'en général la couibe 
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chercha ne saurait être une courbe continue ; mais qu'elle doit être 
formée d'autant de branches de courbes , tangentes les unes aux autres , 
h la manière des anses de paniers , qu'il y a d'angles dans le poly- 
gone proposé. Si , en effet , on conçoit que , sans changer la grandeur 
et l'inclinaison respective de deux côtés consécutifs de ce polygone , 
on altère d'ailleurs sa figure d'une manière quelconque ^ Il n'y aura 
absolument rien de changé dans la portion de courbe inscrite k l'angle 
formé par ces deux côtés. Si donc le cours de la courbe pouvait être 
continu , Il en résulterait que plusieurs courbes continues pourrais! 
avoir une partie finie commune ^ ce qu'on sait être impossible. 

Il n'est pas plus difficile d'apercevoir que les points de contacts de la 
courbe cherchée, tant avec les côtés du polygone primitif qu'avec les 
côtés des autres polygones dont elle est la limite commune, sont les 
milieux même de ce^ côtés. 

D'après ces diverses observations , on voit qu'il suffira , pour notre 
but , de considérer ce qui se passe dans l'un des angles du polygone 
proposé. 

Soit donc P, S, Q, l'angle dont II s'agît ( fig. 7 ) ; soit M, , le 
milieu. de S, P, j soit faitS,P,= — S,P.,S, S,= — S, Q, et soit 
mené P,S, dont M, soit le milieu; soit porté S, S» de Q, en Q, ; 
soit fait S.P, = -^S,P,,S,S,= — S,Q, etsoitroenéP,S, dont 
M, soit le milieu; soit porté S, S, de Q, en Q, ; soit faitS,P^=ï 
— S, P, , S, S4 = — SjQ, et soit mené P^S^'dont M^ soit le mi- 
lieu ; en poursuivant continuellement le même procédé P, S, , P^S,, 
P|S,, P4S^,... seront des côtés de polygones et leurs milieux M, ,M,, 
Mj , M^, ... seront conséqueniment des points de la courbe cherchée. 

Cela posé, soit pris le point S, pour origine des coordonnées rec- 
tangulaires auxquelles, pour plqs de symétrie, nous supposerons d'ail- 
leurs une direction quelconque ; soient a et è les coordonnées de P, 
et tf «t rf celles de Q,. 



dbyGoo^^Ie 



ABSOLUES. Xjo 

D'après la manière dont on vient de voir que se conslruîsenl les point* 
S, , S,, S, f ,tm trouvera ipcilemcntpour-leurâ équaUons, saT«it : 



pour- S, 



pour S, 



peur S, 



■■!, 






•((' 



et en général 

, De mJme ,;d'après lamanière dont a vu que se ccn^t^ubani les points 
F( , P, ,Pj , .'......, on trouvera facilement pour leurs équations , savoir: 



m— 2n\ '■)■■■ 



pour P, < - - . . : . ■ ■ I 

;^=(-^>+.ld35l('»-='"H-(-^)"-('"-")(=i^)Vi 



pour P» 



pour P, 
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D'après cela ,' on trouvera (acilemenl pour les équations des milieux 
M, , M,, M,, Mi, de S,l\, S.P. , S,P, , S^Pj, 



et en garnirai 

■ [ ■S 
pour Vj. 



pour M, 



pour M, 



m — 'An ^ Bï ' * 



pour M, . ^ / ■ 

\ ( m— 3a ) ^ m ' * m— in ^ m -' ' 

et en général 

^ ( m— an_ y\-m •* ' m— 3/»^ m ^ 

Telle» jonl donc le» iqnations gënérales d'un point de la eonrU 
cherchfe , et desnuelles on diiduirait tant de poiqu qu'on Tondrait de 
cette courbe, en donnant auccessivemcnt diverses valeur» à i; si donc 
on élimine, i entre ces deux Ajuatioas, r<!<]uatiw résultante en xA 
y étant indifférente k toutes valeurs de i, sera l'équation de la ooorU 
cherchée. 



pour Mt 
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.,, , f n y-i /m— arivt-t 
Pour, parvenir à cette équatîoD,. aoient consioerésf -t— Jel I — ~ — J. 

dans les ëquattoiM «i^dessus ,. comme deux- incoiiDuies distinctes, on 






Y~' Çro— 3ff)ta(ay— J)-^C±p-^)i+aH(cy— <7a:> _ 

(m— an)(ic— ««ft , V . 

en prenant les logarithmes des deu^t membres de ces deux é<juation&, 
elles deviendront 

(.-.).o«.(^)=.»é.^> . „., ^' ' 

ce qui donnera, en muitipliâat-^n. croix , 

telle est l'ëquation de 'là courbe demandée. 

Cette courbe est 'en* gëVi'éMl t^n^'en'dantfe'j^tn^iï'elle peut devenir 
algébrique, dans de& cas particuliers; c'est ce qui arrive, par csem' 
pic, si m=^4"i l'ëquMion ' prient' abtr^ ,< en eiTer, 

éa dÏTiunt par logif ^ cette équation peut &tre écrite ainsi 
'°8--7;r5-='°g-| ' . ' . .(t^^) 1 : 

OU, ca passant aôx' nombres , {.'!■.■ 

<!quation qui devient , toutejT réductions faîtes , 
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^, quL^ppartient,-^vi(IcmineDt à une parabole. Si , dans ce cas par^ 
tieuliëriou suppôs^' que l'aA^le' P,S,Q, est droit ,'C)U qu'on a pris 
cet aiig^e'pour cfXw t]<^s . cpQrd<umée& , on .aura'0=o,.<;f=:o, et l'é^ 
quation prendra cette forme très-simple 

è's(x — c) — 2bcxy+c*y( y — 1)+ ; ^c' — o- 
Si l'on suppose de plus c~è , elle deviendra' 

L'équation (A) se réduisant à 0=0 , dans le cas où m = 3n , il est 
rfécessaire de traiter ce cas en particulier. L'es (Iquàlîoiis des points S, , 
Sf , S, , Stf sont alors, savoir : 

;''=;4-4f)1.'^=°.- . 



pour S, 

■ ■' ,"c=I['-(t)')^.'v ■" • 

On thJQvëra;bisTllte'les;^.(!i[âàtîow .«l<^s,,p,oînts;?,"^-P, 
P^_i ) ainsi qu'u'SQÎt j savoir ; " '• 

' ' pourpJ'=H'+^f-3']nn.' ■. 



pour 
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En conséquence, les équations des points M, ,Mj,M, , .... Mj , se- 
ront telles qu'il suit : , 



pour M, 



II n'est donc plus question que d'éliminer i entre ces deux dernières 
équations pour obtenir celle de la courbe. 

Pour cela , traitons-y d'abord k et (7)*"'comme deux incomiuos 
distinctes , il viendra ainsi : 

a(3.y — d) — h(3X — cj 

~ i^cy—dj:} * 

^•'~ bc—ad ' 
De 11 première de ces deux expressions on déduira 



4—1: 



-e-j Çay— g)— (i— //) Ça.c- 



la Seconde donnera ^ en passant aux tbgarïtbmes , 
(i_l)Jog.,=]og.-j;;;^;^; 
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multipliant, enfin, ces deux dernières équations en croix, il viendra, 
cil transposant , 

telle est alors l'équation de la courbe. 

Voici une application de cette théorie. Soit SP et SQ ( fig. 8 ) 
deux branches d'une même route qu'on veut raccorder par une ligne 
courbe , tangente à l'une et à l'autre ; soit P' et Q' les points indi- 
qués comme points de contact de la courbe avec les deux branches 
de route; soit pris P/P=P'S et Q/Q=Q'S; si, ayant choisi arbitraire- 
ment deux nombres enliers m>3 et n<7'» , et considérant SP et 
SQ comme deux côtés d'un polygone , on opère comme il a été pres- 
crit dans l'énoncé du problème qui vient d'être résolu, on obtiendra 
tant de points qu'on voudra de la courbe cherchée. La figure est cons- 
truite pour le cas où l'on a m = 3 et n=i. 

M. Puissant a indiqué un autre procédé pour la résolution du même 
problème (* ) ; mais , outre que ce procédé n'est susceptible que d'une 
forme unique , la courbe de raccordement qu'il fournit fait nécessai- 
rement des jarets avec les deux branches de route; ici, au contraire, 

elle leur est rigoureusement tangente ; et, en variant le rapport— , 

on a la faculté de faire plus ou moins approcher cette courbe du 
sommet de l'angle ; ce qui peut être utile , en permettant de varier 
la construction suivant les accidens et les obstacles que le terrain peut 
présenter. Au surplus, en faisant /n = 4n, on obtient, par une autre 
voie, la courbe de raccordement de M. Puissant, avec cette diffé- 
rence que les points déterminés sont des points d'une parabole tan- 
gente aux deux côtés de l'angle. 



(*) Voj-« Recueil àt àiverses prùpathiom àe giomitrie , 
page 174. Vo/ei aiuû Traiti de topographie, etc., page a6i. 
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Solution du problème de la page i6o de ce volume. 
Par M. Gergohne. 



^JiiNONCÈ. Déterminer ce qu'il faut substituer \ la place des cînç 
coelficiens, différentiels partiels • 

Ï^-P' ^-f- dT.-'"' ixijr-'' à,.-'' 

(tans une fonction ou une équation qui les renferme , lorsqu'on passer 
de l'hypethèse où z_e3t fonction des et y , i Telle où x,y , z, sont 
toutes trois fonctions de deux nouvelles variables indépendantes a 
ctPf 

Solution. Les fonnules demandées sont plus compliquées que 
difficiles à construire, et c'est sans doute pour cette raison qu'au- 
cun géomètre ne s'est occupé de leur recherche. Néanmoins , comme- 
ces formules peuvent Être utiles dans plusieurs rencontres , j.e vais 
suppléer , à leur égard , à l'espèce d'omission que ptësentent les traités- 
de calcul différentiel. 

Par l'intermédiaire dfe x et / , la variable subordonnée z pouvant 
tout aussi bien être c*nsidérée comme fonction de u et c que comme 
fonction As x et y y on doit a.voir à la fois- 

h:-=pdx-\r^ày: y ^^Z**"+T*^î 



et par conséquent , 



/«*^+?dj=£d«+-d>y 



y Google 



a5a QUESTIONS 

mais , parce que x ^t y sont , l'un et l'autre , des fonctions de u et 

f , on doit avoir aussi 

du ai/ ' ■'ait df 

substituant donc dans l'équation précédente , elle deviendra 

La différentielle complète de cette équation , par rapport ^ u et 
V , sera 

I ( d»» àw Ax djc fax dy , dx «ly"! dy ày ^ig ) 

or, à cause de l'indépendance des différentielles du et df, les équa- 
tions (1) et (II) se partagent dans les cin<j' suivantes ; ^ 

^'*^d«df^"'~dudf^ di*d*''"~*"L'l«dt' df dwj'^"' dZX '~dudï' 

t*) Cai ^qualioiu , en j changeant :c et ^ en u et c , el ci'ce i/enâ , rentrent tUn» 
•elles qu'a dcmniei M. Lacroix , pour une iransformation analogue à celle-ci ; maU 
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Si , dans ces ëquations , on considère p , q ^r ,s ^t , comme incon-. 
nues , on tirera d'abord des deux premières 

Ay àz Ay dtZ Ax ilz Ax Az 

àv du du (!>■ du d^ df du 

• àx Ay Ax ày * ' do; dy dj: dy ' 

du Av dii du du df df du 

posant alors, pour abn!ger, 
Ay Az Ay Az . Ax Ae àx Ax _^ Ax Ay Ax Ay ^ 

d^ du du dt> du de de du Au Av df du 

auquel cas les valeurs de /> et ^ deviennent 

G H 

on tirera des trois dernières équations 

/_H^r-T — — 3--— + r-Y — i 1 
1 tV^V "^^ dfdudud/ \iiiu/ Av^S \ 

K3\^*'iVd''^ du» A»AuAuA»^\.AuJ df» J 

[~~^Kdfj du» di- du dud/ "*~ ^da/ df»i • 

( df dt- du* Ldu Av Av duj dudtt du du df» J 

ILlic (^^^ r^ dy dj dy~1 ^^ ^^dj dv d'« 1 
KJ^~^ j d»- d*- du» L^ *'*' «!►■ *>« J dudf "*" du du d^' î 

rdac dy dac dy"! d'à; da: dy A^x 1 1 
[_du d*- Av du_J dudc ^^ du du di»' J ^ 



Sda: Ay A*x 
Af A» du» 



qui en dlilere en ce que , dans la sienne , ce sonl « et f qui sonl consid^r^s comme des 
fonctioiu de X et ^ , tandis qn'ici , au contraire , ce sont ces dernières variables que 
nous considérons comme des fonction* des premières. ( Voyez le Traité dt caltul 
diffitêntitl tt de calcul intégral ; tome II , pages SG5 et 5GS. ) 
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) V dvj d«» " dt" du dudf vdey df ' J 



—G 



t /d«Y d** £5 ^ d»g /'^'Y il \ 

l \ dvJ du* ~ dv d« dudc \iuj dv' j 

( /d:t\' d^ ^ £î d'^ /dj^N» d»jç ï 

(V.ï^y du» ^ d^ dudud^"' l^du/* dv»î 



Telles sont les formules demandées. 

Quoique le procédé que nous venons d'employer , pour par- 
venir au but y ne laisse rien à désirer du càté de la brièveté , on 
pourrait lui reprocher d'être basé sur la considération des quantités 
întinlment petites du et d»* ; mais on peut Je présenter sous une fonne 
analogue à celle que l'illustre auteur de la Théorie des Jonctions 
aitûlitiques (*) a indiquée pour le changement de la variable indé- 
pendante , daus les fonctions d'une seule variable ; ne reposant alors 
que sur la série de Tailor , il pourra être traduit dans toutes les 
' notations. Voici ce qu'il faut faire pour cela. 

Concevons qu'on fasse subir iiU tt v des accroissemen's arbitraires 
et indépendant , respectivement désignés par g ci h ^ on pourra , 
par la série de Taitor , développer les valeurs correspoodaDtes de s 
et y , et en posant y pour abréger , * 

^-d«î-^>7-*—" » "-d;;i+xr+-"- » 

ces valeurs seront 



z f comm* fonction de ar et ^ , deviendra donc 
I G 



: + ....; 



(•) Voyei «t ouvrage » n.o 
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mais coiteme , par rîniennëdïaire de j: et ^ , la variable subordonnée 
z est aussi fonctioa de a et t* , on peut dire également qu'elle de- 
viendra 

on doit donc avoir 

G H, &zg Azh 

;>-+?- + ... —- Ht--*-.... 

mettant, dans cette dernière équation , pour G et H leurs valeurs , et 
ordonnant l'équation résultante par rapport aux puissances et pro- 
duits de puissances des accroissemens ^ et ^ , tous les termes de 
cette équation , en vertu de l'indépendance de ces accroissemens , de- 
vront séparément se détruire ; et , en exprimant qu'ils se détruisent 
en effet , on obtiendra une suite indéBoie d'équations , dont les 
cinq premières seront les mêmes que celles que- nous avons obtenues 
ci-dessus , et donneront conséquemment les mêmes valeurs pour p , 
ç ,r fS , i. 

Voici encore , pour parvenir au même but , une autre mëtbode qu! , 
je crois , n'a été indiquée nulle part , et qui , sans être aussi labo- 
rieuse que la précédente , a , comme elle , l'avantage de ne dépendre 
aucunement de la considération des infiniment petits ; elle s'applique 
d'ailleurs , avec une extrême facilité , au changement de Ja variable 
indépendante , dans les fonctions d'une seule variable. 

Soit l'équation M = o , dans laquelle M est supposée une fonc- 
tion quelconque de jt , y , z ; si l'on cherche ses dérivées successives , 
en considérant z comme une fonction de s et y , celles du premier 
ordre seront 

dM dM ,„, êM dM 
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s'i , au contraire ^-dans la même ëquation M = o , on considère x >ys 
z , comme fonctions de deux nouvelles variables u et c , ses deux 
dérivées du premier ordre seront 

'' dxdtid^dwdr di»""*^* 

^^ dT d^ "*" -Jj- d». "*" ds d/~° * 

si maintenant, entre les quatre équations (A) , (B) , (A') , (B'), on 

. . . dM dM dM , . 
élimme deux quelconques des trois fonctions ■;— ..-r- , -:- , la troi- 
^ ^ dx dy dr ' 

sième disparaîtra d'elle-même ; on obtiendra donc ainsi deux équa- 
dx dx dy dy d« d« t . , 

tions ne renfermant plus que -r , t y T ^ T» T ■> ~r > combines 
* ' du de du dp du df 

avec p et ç, et qui donneront , pour ces deux coetHciens diiTérentiels , 
les valeurs que nous leur avons déjà assignées. 

Soit maintenant formé les équations du second ordre , sous Fun 
et sous l'autre point de vue. En considérant d'abord z comme fonc- 
tion de X et y 4 les équations (A) et (B) donneront 

.„ dM , d'M . d^M . d>M 

<*^> . d7'■-*-^^+^d;ï;^+^=°- 



_, dM , d'M d--M d=M , d'M 



/V\ àVl à^yi d=M d'M 



considérant ensuite * , j , z , comme fonctions de u et c , on dé- 
duira dei équations (A/) et (B:^J. . 



dtayCoc^Ie 



Ton^Pja^^^a^a^^^^ 





p- .4- 




igitizedby VjOOQIC 
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dx d»» d** Vdiiy "djrdrdu du 

^ ■* P dj- d»' ^ d^' \d»y/ 



d'M ("dr'Yj. , il*? iî i 

dd^dx du du I 

dM d>5 d^ ^ËY_L — ^ ^ ' 
de du> d£* \du/ dxdj' du du • 



dM d»x , d*M d* d« d'M ( ^ dr JT^l 
éx àu6^ dx' au dv àjrde ^ du df de du J 

^) V"!" d^ ï^ "^ dj" du de "^ d«dr 1 du d^ "^ A- dii J 



b ds di/df de' du df dx^^)* ) du df df du 
b d.^"* d«'l,d^y "^^dj-ded^Â^ 



d'Mda:dg\_ 
djcde df de 1 



dM d>r d'M /d^V ^^ *M did;- I 
dï di"» d«* \df / dxdy df df J 

Alors , » entre les dix équations (A) , (B) , (C) , (D) , (E) , (AO , 
(^0 » d^) > 0^0 » (-^0 ' °" élimine ^ «t ^ , et en outre cinq des 
neuf fonctions 

dM dM dM d^ d'M d»M d'M d>M d'M 
d» ' de ' d« ' àx* ■' dj^ ' de» ' dyd* * àxds * - dx(fy * 

les quatre autres disparaîtront d'elles-mêmes » et les valeurs ie r , 

tf tt tirées des trois équations finales seront les mêmes que ci-dessH5. 

Tom L 3â 
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Lie cas le plus simple que puisse présenter le problfrne génëral 
que nous venons de résoudre , est celui où l'on veut passer de l'hy- 
pothèse où z est fonction de a^ et ^ à celle où , par exemple , x est 
fonction de j' et z j on peut poser alors 

x-=.x , y^-u , z-=-v \ 



il ix 


ix_ix 


d'«_d'« 


d'jr d'jr 
dBdf~d^* 


d'J! d'* 
d»"~ dT»' 


da 




d'y 

du' ' 




£=o 



d« dr d'« d'r d>« 

T~ O , — = I , _= o , TT"= O , 7-=z o; 
(lu d^ clu' Ouaf (V 

par suite de quoi les valeurs générales de yO , ^ , r , J , / , devienoenC 



/'=-dr 



dr 



3a: cl*a! ix d*» 
di d/df dj- d? 



m 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géoméirîe. 
1. 

M. apis droites indéfinies ëtant données de position par rapport & une 
courbe quelconque du second degré, et dans un même plan avec ellej 
on propose de construire , EN N'EMPLOYANT QUE LA BÈCLE SEULEMENT , 
un triangle dont les trois côtés soient des tangentes h la courbe et dont 
les sommets se trouvent sur les trois droites données (*) ? 



On donne , sur un plan P , i.* les traces a, i, c, de trois directrices 
M , j> , r > dirigées d'une manière quelconque dans l'espace , et sur 
lesquelles une quatrième droite t se meut et .d^nt une surface gau- 
che (**) ; 3." les traces d^e, âe la génératrice , dans deux de ses 
positions i ^ i ; 3.° enfin , une droite ep , menée par o , d'une ma- 
nière quelconque , sur ce plan. 



C) Le problème dont il est question aux pagea 17, 123 et laG de ce voltanef 
n'est qu'un cas particulier de celui-ci. 

(") C'est U surface gauche , du second de^ , dëtignëe par M. Monge soua 
la d^noœinallon de Paraboloïde hyptrhaUtjue. Voj'ez son ^application de Valgibrê 
à h géomitri» , !•'* partie , page 4^. Vo/es «usai «a Géomitrit destripliM , page i3o. 
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La trace de la surface gauche , sur le plan P , étant en général , 
une ligne courbe du recoud degré , passaut par les points a , b , e ; 
la droite ap doit couper cette trace non seulement en a , mais encore 
en quelque autre point s. 

On propose de déterminer le point j , et de construire, en outre, 
la tangente menée, par ce point, ^ la trace de la surface gauche sur 
le plan P (*) ? 

Les constructions que Ton assignera , pour la résolution de ce pro- 
blème , devront être démontrées sans aucun calcul , et d'après les no- 
tions les plus élémentaires de la géométrie à trois dimensions. 



(*) Comme on peut varier , à l'infini , la direction de la droite ap , il s'eMsoSt 
<]u'au mojen de la solution de ce problème , on peut d^-lcnuiiier tant de' potnis t _ 
qu'on Voudra de la iracc de la surface gauche sur le plan P, et conftruire, pour 
4hacitn de Èei point*, la tangente k celte trac«. 
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ANALISE INDÉTERMINÉE. 

Recherches sur les Jractîons-contînues périodiques j 

Par M. Kramp , professeur , doyen de la fitcidté des sciences 
de l'acadéinie de Strasbourg. 



I. UéSIGNONS par les lettres Çy i, c, d, , qn! sont supposa 

se succéder dans l'ordre alphabétique , soit directe soit rétrograde , et 
sans omission d'aucun intermédiaire , une série de nombres entière- 
ment pris à volonté , et n'étant liés entre eux par aucune loi quel- 
conque. Ces nombres étant donnés , formons la série qui suit : 

1 = 1 , P=«, Q=:^P-hi-, R=fQ4-P> S=<mH:Q, &=*&+.R, .„ 

P'après la marche de cette série , l'on voit que l'unité, quand même-, 
elle ne serait pas formellement exprimée ^ est cependant coosidéré4 
comme en faisant partie et comme précédant tous Ses antres termes*. 
Cela étant, nous donnerons le nom de médiateurs aux fonctions lit- 
térales désignéfes par les lettres P, Q,fL, S, T", ; , et noust 

nommerons èases des médîaleurs , les nombres même que nous avon& 
représentés par les lettres a^ b y c ^ d ^ Sy ».-.••• Nous aurons ainsi s 

Le premier médiateur P=a , 

Le second médiateur Q=<ïM-» , .. 

Le troisième 'K^=-ahc+a-\'C , 

Le quatrième „. S=:ûiv</+fl^+-(7</-f"C</+i , 

Tom 1. 3® 
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2. D'apris cette convention , pour designer un médiateur quelcon- 
que , il suffira d'indiquer , parmi ses bases , la première et la der- 
nière , en sous-entendant les Intermédiaires qui seront censées se suc- 
céder de l'une à l'autre, suHiihti^ordre alphabétique , et sans omission 
d'aucune. 

Ainsi , par exemple , pour désigner le médiateur qui . a , pour les 
premlùra et 'dernière de ses Bases , celles qui sont marquées par les 
lettres ^ et m , nous écr'u'ons simplement (HM) , et cette notation 
sera équivalente à '. ' ' ' • 

Nous substituerons des lettres majuscules aux autres, pour prévenir 
l'équivoque, et nous enferitieroiis' le' tbuf entre deux parenthèses. 

3. Tout médiateur , toi que (AN) , sera donc déterminé par- le» 
deux (AM) et (AL)' qui le précèdent , moy^ennant la formule sui-" 
vanle , que 'l'on poiit regarder comme fondamentale , et tenant lieu 
de définition. 

(AN)=n(AM)+(AL)' (•). 

. (•> QttelquÈ feciie qi*!! puine parajEtre , d'apria CQ principe, -3e dMuirc lea 
uns des autre» Im médiateurs (AB) , (AC) , (AD),.,..; cependant, Wwju'on n'» 
l>etoIn f^ue du <}crnier ,et'(]ue le nombre des bases est considérable, l'obligation 
d'écrire tous Iës mëdiaUUi'S qui procèdent celui <ju'on cherche, peut entraîner dea 
longueurs , et doit faire désirer quelque méthode au mojta de laquella on puisse 
direclcment éarire un loédiateur quelconque , dont les bases sont données, aans que 
préalablement il soit nécessaire d'en rooner aucun autre; c'est à quoi l'on peut 
facilement parvenir, au mo^en des , observations suivantes: 

1." Tout médiateur ne doit renfermer que des termes de dîmensiont paires 
•eulement ou dés tcmcs de- dimensions impaîrts seulement , suivant que le nom- 
bre de ses bases est lui-même pair ou impair ; da sorte qu'en général , n (epré— 
•entant le nombre de ces bases, les termes du médiateur seront sttcce$si*ement de 
n.Ti— 3,n— 4, .... n— afc,..., dimensions;ceile»gIte sôienoinantiz^ro dimensioiw 
ou k une dimension, suivant que n est pair ou impair, 

2-* Tout médiateur n'a jamais qu'un terme unique de n dimensions, lequel est 
le produit de toutes tes bases. Si n est pair , le médiateur n'aiira pareillement qu'un 
terme unique de zéro <^eoiioni , et ce terme ier& itunîté. 
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Si l'on prend , au contraire , les bases dans un ordre rétrograde , on 
aura 

(NA)=ff(NB)-f-<NC). 

3;* Le» termes inlennëdîaire& sont des produit» de» diverses bases multipliées n— 2 k 

n— a, n — ^in—^, ,r»— ak k n— ai; mai» iU ne sont pas tous les produits île 

cette nature ^ comme on 'vB4e dire toot-^-l' heure.. 

4<* Dan»t«ut médiateur, le» lenas* «ont posilib et sans coefficien» ; et, comme 
jamais ia même base n'entre deux fois dans un même terme , ces termes sont aussi 
•ans exposant. 

5w* Enfin on reconnatlra qu'un produit de n — ait facteurs, choisis parmi tes n 
bases « doit ou ne doit pa* faire partie du mëdSateuc cherché , au mojen de la 
rè^fi suivante : 

Soient écrits les facteur» de ce produit suivant l'ordre de leur succession alpha- 
bétique ; soit aussi écrit le produit de toutes les bases suivant le même ordre, 'et 
soit divisé le second produit par le premier , en écrivant le quotient toujours de U 
même manière. 

Suivant que, dans ce quotient > ît y aura ou i7 n'y aura par des facteurs , 
en nombre impair, se succédant san» interruption de U même manière qu'il» le font 
dans, l'alphabet , le produit soumis A l'épreuve devra être rejeté ou admis. 

Ainsi , par exemple-, le produit abcg ne peut faire partie duf médiateur (AHj ; car 

— -T ^=dejh , et l'on voit , dans ce quotient, les trois lettre» consécutives dej, et 

- la lettre unique h ; au contraire , le produit cdi doit faire partie du médiateur (AI) ; 

ahcdefghi ,/•.., . , 

car ■ ■■ — abejghy et Ion ne voit dans ce quotient que les i^euj; lettres consécu- 

tives ai et les quatre lettres consécutives ejgi~. . . 

D'après ce» diverses observations', rien n'est plus aisi^qiie de former Immédla- 
fement un médiateur dont le» bases sont données, ainsi qu'on. va le voir dans 
Texemple suivant. 

Exemple. Soit proposa de- formçr le médiateur CAF) T 

Ce médiateur doit contenir des terme» de 6^4» 2 1 o > dimensions , et son scut 
iccme de six, diinensioiu est , coqime nous l'avon» va ci-dessus , 

aècde/s I 

divisant ce- premfer terme «uccessTvement , et do toute* les maniÊrea possibley, par 
un produit de deux." lettres conséciaives , c'est-à-dire, par ab,be, ed, de, ff, et 
prenant la somme des quotiens ^ on formera. la totalité de» tcrmea de qualrr dimcn- 
aions, lesquels seront ainst 
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L'analîse des médiateurs fouruit plusieurs théories totéressans que 
nous nous contenterons ici d'énoncer, attendu que nous en avons donné 
la démonstration ailleurs. ( Arilh. vnif. chap. Vlll. ) 

4. Théorème I. Uii médiateur ne change pas de valeur ^ lorsqu'on 
renverse l'ordre de ses bases ; ainsi , par exemple , les médiateurs 
(AN) et (NA) sont identiques entre eux. 

5. Théorème II. Si la première ou la- dernière base d'un média- 

divisant ensuite successivement le mCmc premier terme , de toutes les inanièrea pM- 
^«ibles , par deux produit» de deux lettres conséculives , c'est-à-dire , par ah et cd^ 
aicl d« , ab A tff bc cl de , be ei ef , ed et if , et prenant la somme de» qi»- 
tîcns , on formcia la toiallli! des ternies de deux dimensions , Ics^ueU teroiit ûnai 

divisant , enfin , le mSmo premier terme par troii pw'dulls de deus lettres cori- 
' 8t!cHlivcs i ce qui ne potirra avoir lieu que d'une manière unique , savoir ot , cd , 
tf, le quotient I de cLtle division sera le terme de zéro dimeniions , c' est-à-ire , U 
dernier terme du mûdîateur ; en sorte qu'on aura 



(AF): 









)4'/+î«-ti-W-H*f<>S' 



On peut d^irer , eoaxme moyen d« vérificMïoe , de comuttre , à Pavanée » eonbiaft 
de terme* de chaque sorte de dimensions un mt'diateur doit renfermer; ce nombre dd 
termes est , pour n bases et n^uk dimensions. 

n—k Tt—k—'i n— ^— a n-^afc+i 

" ■ ■ T" a 5 " h 

Le nombre total des termes d'un médiateur de n bases, a donc pour cxprcs^laii 
71— I 7tr—x n—2 n— 3 n— ^ n»— 5 

■+-r+-r'-r-*-T-' — ■— + ' 

•Me qui 10 termine d'elle-m^a si , comme cela doit toujours être, n Ctt entier et 
positif» et dont la tomme des termes pput d'ailleurs Être mise sous cette forme finie î 

,0 V''à"V to \, » J 

( Kott 4ts iJîleun. ) 
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teur s'ëranouit , il perdra , à la fois , ses deux premières l>asc9 dans 
le premier cas , et ses deux detnîères dans le secoud ; de sorte que 
le degré auquel il appartiendra , sera diminué de deux unités. Pat 
exemple, le médiateur (AN) étant égal à n(AM)-j-(AL) , aussi bien 
^u'4 tf(NB)H-(NC) , devient (AL) dans le cas de n=o, et (NC) dans 
le cas de a^o. 

6. TAéoràme-.UL Kn quelque endroit qu'on partage en deux le mé- 
diateur donné (AN) , comme , par exemple , entre les bases y et §■, 
il sera é^al au produit des deux médiateurs (AF) et (GN) , pii^ le 
produit des deux médiateurs (AE) et (HN) , qu'on obtient des deux 
précédens , en 'supprimant la dernière base de l'un et la première de 
l'autre. On aura donc généralement (AN) = (AF)(GN)+(AE)(HN). ' 

7. Théorème IF. Si du médiateur (AN) on forme les trois média- 
.-teurs (AM) , (BN) , (BM) ; en supprimant pour l'un la première des 

■hases , pour l'autre la seconde , et pour le troisième les deux bases 
çxtrèmes , i la fois j la différence de produits (AN)(BM)— (AM)(BN) 
sera constamment égale k l'unité ; et cette unité sera pcsitive ou né" 
gative , suivant que le nombre des bases du médiateur proposé ser«j 
pair ou impair, 

8. Théorème V. On peut donner au théoi^e prà:édent une g^- 
nëralité beaucoup plus grande , en l'énonçant comme il suit : soient 
les deux médiateurs (AV) et (HO) , tels que les bases du dernier 
soient entièrement comprises parmi celles du premier , et qu'elles s'y 
succèdent dans le même ordre. Si du premier 'des deux on retranche 
les ba$es excédentes ,, depuis p jusqu'à *» , et qu'on les ajoute à l'au- 
tre , il en résultera les deux nouveaux médiateurs (ÀO) et. (HV) , en- 
tièrement compris dans Iq premier, et comprenant le second. Alors, 
l'excès du produit des daux premiers médiateurs sur le produit des 
deu:i derniers , e'est-à-dire , (AV)(HO) — (AO)(HV) , sera , dans tous 
ies cas , ^gal au simple produit -de» deux -jnédiateurs (AF)(QV) , af- 
fecté du signe pïu$ ou du signe moins , suivant que le nombre de* 
tascs du médiateur inierméd.iaîre (HO) scre pair ou impair, 

Q, Théorème Vh Xa, frjiçtjoq-coqiluuç 
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^/+ 

reçoit successivement les expressions littérales qui suivent, selon qu'oa 
s'arrête à \a première base, à la seconde,^ la troisième y.,,, ysat^oïc i 

à la première . . • a ou ( A ) : ] 

à la seconde (AB) : (B) ; 

\ la troisième (AC) : (BC) j 

i la quatrième (AD) : (BD) \ 

ilacinquième (AE) ; (BE) ; 

et ainsi des autres^ 

10. Nous apptiïeTons Jrac/ions -continues périudiçues celles dans» 
lesquelles, après un certain nombre de bases initiales qui ne sont sou- 
mises à aucune loi, on remarque , parmi les suivantes, une périodi- 
cité constante , revenant sans cesse k l'intiat : telle serait . par exHn- 
pie , la iiactioii-coDtinue 

'^^4+ 

Ici l'on remarque d'abord les bases « , ^ , y , qui peuvent être des 
nombres quelconques; viennent ensuite les tases périodiques a et ^^ 
lesquelles sont supposées se reproduire constamment à l'infini. Nous 
nommerons iéie de la Jraction , la partie par laquelle elle commence, 
et qui fait exception à la loi de la période ; elle sera comptée înclu^ 
sivement jusqu'à la base après laquelle la période devient sensible. 
Les bases qui composent la tête de la fraction seront nommées hases 
initiales ^ et nous les désignerons par les lettres de l'alphabet greci 
tandis que les lettres, de l'alphabet iatiri seront réservées pour dé- 
signer les hases périodiques. 

11. Four Ë^ter le$ idées, supposons que les bases initiales aussi 
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bien que le» bases përiodiques de ta fraction-continue soient au nom- 
bre de six. Les premières étant désignées par •,^,>-,j',i,^;et 
les dernières par les lettres fl,3,<;jrf, «,y;la partie de la frac- 
tion qui s'étend à l'înlîni , depuis le commencement de la péiiode , 
et gue nous représenterons par a; , sera 



"+ 



T+-. 



+ ~ 



''+7+- . 



Et, si nous exprimons par y la fractioni-continue entière, prolongée 
à l'infini , à partir de la tête ^ nous aurons 



. La partie de la fraction-continue jr qui se termine i la base / sera 
égale i 

. ^ _ /<AE>+(AD) 
(Bf^~/(BE)-KBD)* 
Pour avoir la valeur de la fraction-continue , prolongée ^ llofini , 
il faudra remplacer , dans celte dernière expression , la lettre / par 
f~k— ce qui donnera, après les réductions , 

_ {AEl4<c(AF) 

~(BE)-f.«(BF) * 
ainsi, la valeur x de la fraction-continue sera l'une des deux racine» 
de l'équation du second degi^ qui suit : * 

(BF)x»H(AF)— (BE)Î*-CAE) = 0. 
Et , pour exprimer la fraction-continue entière , que nous avons 
désignée par / ^ on aura de même ; 
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. , («) — (^V 
ce qui donne x=- — —• 

1 2. Substituant cette dernière fraction littérale à la place de x , dans 
l*équation du second degré en x , la valeur totale de la fraction-conti- 
nue se trouvera être encore racine d'une équation du second degré , 
mais beaucoup plus générale que la première. 

Faisons , pour abréger , 



(AË)=A , 


(-)=P, 


(AF)=B , 


(-«=Q , 


(BE) =C , 


(M=a. 


(BF) =D , 


(»a=s ; 



et , de plus , désignons généralement l'unité par u pour les bases ini- 
tiales f et par f pour les bases périodiques , ce qui donne (7) 

QR— PS=a , BC— AD=P. 

On aura donc , dans tous les cas , tant v= 1 que f = i ; et cette unité 
sera positive- ou négative , suiiant que le nombre des bases sera /wr 
ou impair^ 

On aura de mâme , z/^=i , positif , si le nombre des bases ini- 
tiales et celui des bases périodiques sont tous deux pairs ou tous deux 
impairs , et négatif, si l'un de ces nombres est pair et Fautre impair, 
£n em^oyant ces notations , les deux équations précédemment ob- 
tenues deviendront : 

Dj:»_(B— C)a:— A=0 » 
P— Rr 

et , en sul)stUuant « daiu la première , la râleur de x donnée par la se- 
conde , elle deviendra 

0= (AQ+CP)Q — (BQ+DP)P , 
— (AQ+CP)Sj+(BQ-l-DP)Rj' , 
— (AS+CR)Qy+(BS4-DR)Pj , 
+(AS4-CB)S,''-(BS+DR)R/' ; 
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or , comme (6) 

AQ+CP=(.fXAE)-|-(«){BE)=(-E) , 
AS-l-Cll={s{)(AE)+(>.)(BE)=(>E) , 
BQ-l-DP=(^)(Ar)-K„)(Br)=(.F) , 
BS+DR=(faAr>4-(ft)(Br)=(jF) ; 

on ToU que l'équatioD en y pourra être mise sous cette autre forme 

plus simple : 

o=+{..)(-F) -(-a-E) 

donc , si l'on fait , pour abréger 

L =(«)(.FM'?)("E) . 
M=(-X»F)-(.{X/'E) , 
N=(,.X.F)-(«X-E). 
0=(^.X^F)-<^a,E) ; 
3 en résultera rëtjuatïon 

o = L— 0H-N)^Oj'". 
i3. Les quatre cocfficiena de cette équation , saWir L , M , N , O , 
sont liés entre eux par quelques relations générales qu'il importe de 
connaitrei , 

Examinons d'aboid la diâ'ërence des deux, coeificiens du milieu , 
savoir — ^M-f-N ; on a 

-M+N=-7<.0(*F)-K,.)(-r)-K-Ô(sE)-(j;)(-E) î 
((»•)(-?>-(■.)«= (AF)») 

" ((«X-E)-(-Ô(*E}=-(BE> S "^ ' 
donc 

— M-+-N=a{(AF)— (BE)^ 
Ainsi , la différence — M+N des deux coefficiens moyens est indé- 
pendante des bases initiales de la fraction et dépend simplement des 
bases périodiques ; elle est égale , dans tous les cas , 'k (Af J — (BE) , 
affecté du signe plus ou du signe moins ^ suivant que le nombre des 
tases initiales tsX pair om' impair. La valeur absolue Aq cette diffi-, 
.Tom, /. 37 
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rence dcîpend donc des bases périodiques , et son signe de la pariU 

ou de l'imparité du nombre des bases initiales. 

Examinant de même la diiTérence de produits IX) — MN , oa U 
trouvera égale au produit des deux facteurs quii suivent : 

(-e)(i8')-(")(^o=H-« , 

et (.F)(^E)— (^)(^F)=+o''. 

Chacun de ces facteurs est , dans tous les cas , égal ^ l'unité. Cette 
unité , pour le premier facteur, esX. positive ou négative y suivant que 
le nombre des bases initiales est pair ou impair. £t , pour le second 
facteur, cette même unité est positive ou négative suivant que le nom- 
bre total, tant des bases initiales que des bases périodiques, est pair 
ou impair. On voit par là que la différence IX> — MN , toujours égale 
h l'unité , dépendra , quant à son signe , de la parité ou de lloipa- 
rité du nombre des bases périodiques j de manière que , dans le pre- 
mier cas , on aura LO — MN^-j-i , tandis qu'on aura , dans le se- 
cond , LO— IVIN=— I. 

1 4* Dans la notation que npns avons employée , il ne faut pas 
perdre de vue que les lettres t et ^ désignent toujours tavant'ier- 
nière et la dernière des bases initiales , et que les lettres e et / dé- 
signent , de mémi" , l'avant-dernière et la dernière des bases pèiio- 
diques. Ainsi , l'application des notations (««) , («^) , (^,) , (^f) , n'aura 
jamais de difficulté , tant que le niîmbre des bases ne sera pas au^ 
dessous de quatre. 

Dans le cas de trois bases, désignées par les lettres «, i<,>, ou 
a^btCtOu aura : 

(-)=(.») , (AE)=(AB) , 

(•?)=(•») . CAF)=(AC) , 

(*)=(*). (BE)=(B), 

(*0=W i (BF)=(BC) . ■ 

Dans le cas de ^evx bases, d<!signdcs par les lettres», f,oil a , 
i, on aura : 

(»)=(•), (AE)=(A), 

(■0=M . (Ar)=(AB), 
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(*)= 1 , (BE)= I , 

(>i)=(>); (BF)=(B). 

Enfin , dans le cas ti'ane seule base , désignée par la lettre « on 
«, ou aura : 

(-)=. , (AE)=. , 

(.{)=. , (AF)=a , 

W=o, (BE)=o., 

(/>0=i ; _ (BF)=i . 
Il peut importer encore d'examiner le cas d'une seule base initiale «, 
xombinëe arec un nombre quelconque de bases périodiques* On a alors 
L=— .•(AE)+<AF)— (BE)+(BF) , 
M=-. (AE)+ (AF) , 
N=-.(AEj— (BE) , 
0=— (AE). 
i5. Étant donnée une équation quelconque du second degré 

on peut la comparer a 

o=I,-<M+N]x+Oy' , 
moyennant les deux proportions et l'équation qui suivent ; 

/. : L=j : M+N , p : L=r : O , LO— MN=C. 
On en tire 



pM* — qIM+rL'=pf , 
rM'-~^M+pO'=rr , 



O 



(*) Les deux ptoponions ci-d<uua équivalent aux deux équations 
p(M+N)=syL , pO=rL , 
desquelles on déduit encore, par l'élimination de L, 

r(M+N)=yO. 
Si mainlenant, an moyen de l'équation ^=rL , on élimine successivement O et 
L de réqustion LO — MNsa» , îl viendra 

(A) i-L»— pMN=^^ , cB> pO»— rMN=rf ; 

mais , en multipliant successivement par M et par N chacune des deux équalîonfr 
^CM+N)=yL «rcM+N>=çO, ellea deviendront , en transposant. 
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d'où l'on déduit, en faisant, pour abréger, ^=y' — :^r , 

y/hU-{-4p'''=2ipyi — 9L= yL — 2;jN , 1 
V/AO'H-4/-v=2rM— yO= 9O— arN . ( , " 
V//iM"+4/»rp= 9M— 2rL= yM— a/iO » ( 
|//!N'+4/>rK=2rL — yN=2;>0 — yN . J 
j6. IjCS deux premières de ces formules servent à déterminer les 
râleurs entières des y qui peuvent rendre quarrëe toute expression 
de la forme my'+n' , dans laquelle m et n sont supposés des nom- 
bres envers quelconques. Comparant , en effet , cette expression à j40'+ 
4r" (**) ou (y* — ^r)0'-^4'^ , on aura 

J doù 2p—- 

2r=n ; ) » 

il en résultera l'équation 

m=ny'~-znfy-\~ç' (***) , 
qui donne 

Ici , ç pourra être pris \ volonté , et la quantité = (fiiX^T)'~(fiO{fiE} 
qu'on obtient, en développant en fraction-continue la fracrion-'*^ ■ > 

(C) pMi+pMN— fLM=o , (D) rM>4-rMN-^OM=» , 

<E) pM>+pMN— yLN=o , (F) rNH-rMN— fON=io ; 

fomant alors 

a)-HC)=o , (AH-cE)=o , <B)-HD)=o , (B>f<F)=o , 
on obtiendra , en réduisant, les quatre éqnaiiona de M Kramp. 

O Ces rëiultala s'obtiennent en nisolvaot eacceuivement chacune des quatr* 
équations par rappart à chacune des deux letties qui s'y trouvent su qnarré, 

("> L'auteur suppose tacitement ici (-=+1 et c^nsëquenuacnt le nonkbre dea 
bases périodiques pair. 

C**) Cette équation s'obtient en subslituant , dans l'équation u fi uj ( 1 j ^ , l«â 

^râleurs as= ? .- et r= -. 
an a 

C Notet àes éditeurs, ) 
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«en rinconnue y qu'en demandait. I^e radical , lui-même , sera 
nM— yO=yO— nN. 

17. Comme le coefficient y est entièrement arbitraire , on fera bien 
^ supposer 0=0; et, dans cette supposition , l'indéterminée y sera 

«impleœent ëgale à la fraction • Dëreloppant donc cette fraction 

en fraction-continue qui , dans tous les cas , sera périodique , on con- 
naîtra ainsi les bases , tant initiales que périodiques ; le coefficient 
0=((ï.)(;9F) — (iS^X-'E) f*™ connaître toutes Jes valeurs de y ; et le* 
racines correspondantes de Tny*-\-n* seront comprises dans la formule 
«M ou — «Ni qui revient à «{(«X-'F^-C-^) (/»£)}. 

18. Dans le cas particulier, mais très-frëquent où n= i , on ob- 
tient, sur-le-champ et presque sans calcul , les valeurs entières de 
l'indéterminée y qui peuvent rendre l'expression niy*-\-\ un quarré 
parfait. 11 suffit , pour cela > de développer en fraction-continue la 
racine- quarrée du coefficient numérique to ; et , comme on a M+N=o, 
la seule base initiale sera nécessairement (i4) 

(AF)— (BE) 
•= »{AE, ( >• 
On aura de plus y=(AE) ; et la racine «otrespondant^ de mj"'+ï , 
«ra (AF)— «(AE) ou (BE)-|-(AE) ou, enfin , ^CAF)+(BE)}. I^ 
exemples suivans éclaircîront cette méthode , et nous apprendrons aussi 
à rendre quarrée la fonction mj'— i , du moins lorsque cela est pos- 
sible. 

ig. Exemple /. Déterminer les valeurs entières de y qui peuvent 
rendre quarrée l'expression 3r'-f-i ? 

On a ici m=:3 , d'où - 1 

V/wi:sy'3 = i,732o5o8 = i+_ i 

* ■+* I f 



(*) Dam le cas d'une seule base initiale, on % <i4) 
M=— «cAEnKAF) , 
N»— *(AE)— (BE) ; 
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ainsi t «= 1 , A= I , ^=2 ; on aura donc les deux séries de m^diâ* 

teurs que voici : 

( AE )= I , ( BE )= I , 

( AF )= 3 , ( BF )= 2 , 



(AE')= 
(AF')= 


4 
II 


(AF«)= 


i5 
4i 



(BE')= 3, 

(BF')= 8, 

(BE'0= II , 

(BF/';= 3o , 



(AE/'0= 56 , (BE/'0= 4» t 

(AF"0 = i53 , (BF//')=ii3 n ; 

ainsi, les Talcurs consécutives àcy seront celles des médiateurs (AE), 

c'est -à-dire , i , 4 > 1 5 , 56 , et les racines correspwidanles de 

3j'+i seront CAF)-(AE) ou (AE)-KBE) ou, enHn , iJ(AF)-KBE)î , 

é'est-à-dire , s , 7 , 26 , 97 , 

Dans cet exemple , on pourrait aussi regarder les deux bases 1 , i > 

comme initiales; les bases ptfriodiques seraient alors 2,1. Ayant donc, 

dans ce cas , 

«m , j8=ri , fl = 3 ,* b~i , 

on en déduirait les médiateurs que voie! : 





( -E )= . , 


( 'E )= , 




'( -F )= 2 , 


( "F )= . , 




(•E')= 5 , 


(?E')= 3 , 




(■F')= 7, 


('•F')=4, 




(-E") = .9 . 


(/.£")=.. , 




(.F")==6 , 


(*F")=,5 , 


donc 


o=M+S=v 


-M(AE)+(Af)-<BE), 


d-où 


^. 


(AF)— (BE) 



2CAE) 

(•) L'aulenr emptola ici des leltrei accenlui!ei, pour distinguer entre elles Ici 
diverses périodes. 
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r.E''0=7i , (^E''0=4i . 

on aurait alors y=0 = (iaF) — (^E) ; ce qui , applique aux cas par- 
ticuliers, conduit aux nombres préciideminent obtenus, savoir: i , 4» 

i5, 56, * Les racines correspondantes seraient comprises sous 

la formule générale ^(^E) — (^F) ; ce qui donnerait, comme ci-dessus, 
les nombres 2 , 7 , 26 , 97 , 

Exemple II. Déterminer les \alears entières de y qui peuTcnt rendra 
ûuarrée l'expression '}y*-\'i. ? 

On a ici m = 7 , d'oii 









'"^^+7+1 


H- 


ce 


quî donne - 










a 


= 3 , tf=i 


, ï=l , c=l , ai 


=4i 


sn 


employant 


les formules du n." i4» on trouye 








M: 


=-MAE)-KAF) , 








N: 


=— 2(AE)— (BE) , 








0: 


=- (AE). 




On 


1 a, en outre, la suite 


des médiateurs 








(AE)= 


0, (BE)= 


1 , 






(AF)= 


(BF)= 


1 , 



(AE')= 3, (BE')= 

(AF')= .4. (BF')= 



(AE")= 48 , (BE")= 3i , 

(Ar'0= 223 , (BF")= i44 , 

(AE"')= 765 , (BE"0= 494 ■ 

(AF"0=3554 , (Br'")=a295 ; 

les valeurs consécutives de y sont celles de O , savoir ; i , 3 , 4^ > 

765, , et les. valeurs coirespondantes de ia racine quarrée de 

7/*:4~i sont celles deMou de— K, c'est-à-dire* i»8, i27,ao24*»< 
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En considérant comme inibales les bases i , i , la période serait i , 
4 , I ; on aurait donc 

de là résulterait 



(«)=2 , (-0=3 , 


W=i . ('{)=■ 


et , par suite , 




L==(.F)- 


-3C-E) , 


M=2(>F)- 


-3(ffi) , 


N= (-F)- 


- (-E) . 


0= (ff)- 


- (»E) . 


Les méllateurs seraient ici 




( -E )= = , 


( "E )= I . 


( -F )= 3 , 


■{ * )= I , 


(.»)= Î7 . 


(/.£')= .4. 


( -F' )= 45 , 


(/•F0= -7 . 


(.E")= 590 , 


(Œ")= 2^3, 


(•F")= 7'7 . 


• (»F")= =7. . 


(.£'")= 94>3 , 


(JE'") =3554 , 


(.F"')= 114=7 . 


. (<F"')=43i9 , 



«e qui donnerait pour les valeurs de ^ , et pour tes racines corres- 
pondantes de yx'-t-t y les mêmes nombres que cl-i^ssus. 

Exemple III. Déterminer les valeurs entières de y qui penvcDt 
rendre quarrée l'expression vo"] y^-^i f 

£n développant ^ lo") en fraction-continue , on trouve d'abord la 
base initiale 10 , puis les bases périodiques âjiig»!) ^* 2^* 
d'après quoi on a 

M=— io(AË) + (AF); 
N=— io(AE) — (BE), 
0=— (AE) ; 
les médiateurs sont 

(AE)=o , (BE)=i , 

(AF)=i , (BF)=i , 

"(AEO 
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(AEO= 93 , CBEO= 32 , 

(AFO= 1892 , (BFO= 65i , 

(AE''0= 178933 , (bK/0= 31567-, ■ 

(AF/'>=3G4o207 , (BF/')=G43524 ;" 

cetju'i donne pour y leé valeurs o , g3 , 178933 ,.... et, pour les 

racines correspondantes de io7j*-f-i , i , 962, 1850887. ' 

Exemple If. Délerminer les valeurs entières de y <jui peuvent 

rendre quarrce l'expression 4 '/'"!" ' ? 

En développant en fraction-i;ontinae , la racine quarrëe de 4' > on 

trouve la base initiale 6, suivie des bases périodiques 2^2, 12^ de 

manière qu'on a • - 

•=6 , fl^2 , 3 = 2 f f=:i2. 

Le nombre des bases de cette période est /»?/»(«>, tandis que nos formules 
le supposent/J<7iV ; mais , comme celte période revient à l'infini , il est pei^ 
mis de doubler le nombre de ses bases ; la période sera ainsi 2^, 12, 2, 
3 , 12. Le nombre des bases se trouvant alors pair , l'application des fop* 
mules précédentes pourra avoir lieu. En s-'atrâtant ^ au contFaire » à trois 
bases , on trouvera les valeurs de y qui rendent quarrée l'expression 
j^iy* — I ^ puisque , dans ce cas , on a c=-— i. 

Dans l'un et l'autre cas , a désignera toujours la première base périodiT 
que, c'est-à-dire, 3; mais, dans le premier, *cty"aui-ont les valeurs 2 et 12, 
tandis que , dans le second, ces letlresse trouveront remplacées pari et c. 
Les valeurs de y qui rendront quarrée l'expression 41^*—! seront 
celles des médiateurs (AE) , (AE^Ô , (AE'/'O . . . , et les racines cor- 
respondantes seront 

( AF )— 6( AE )=( BE )+6( AE ) . 
ou (AF//)— 6(AE'') = CBE/0-t-6(AE'0 , 

ou (AF/'/O— 6(AE///Ô=(BE/''/')4-6(AE///0 , 

et, ainsi des autres. An contraire, les valeurs de y qui rendront quarrée 
l'expression 4iy'-*-j seront celles des médiateurs (AE^), (AE'") , .,., 
et les racines correspondantes seront 

(AP/)— 6(AE0=(BE')+6(AE') , 
ou (AF'/O— €(AE/'") = (BE/'0+6CAE''0 , 

Tcm J, 3S 
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et ainsi de autres. Les médiateurs sont ici 



(AE)= 

( AF)= 


5 , 
62 , 


( BE )= 3 . 

( BF )= 25 . 


(AE')= 
(AF') = 


320 , 
3969. 


(BE')= .29 , 
(BF')= 1600. 


(AE")= 
(AF") = 


20485 , 
2S4078 ,. 


(HE")= 8258 ; 
(BF")= 102428 , 


(AE"') = 
(AF/'Oiz. 


i3ii36o , 
6264961 , 


(BE"0= 528641 , 
(BF"')=65568oo . 



Ainsi les nombres qui rendent quârrëe l'expression 4>^*— i sont 5, 
29485, ...t, et les racines correspondantes sont Ss , i3ii68^....; 
et ceux qui rendent quarrëe l'expression 4'^-!"» sontSao, iSii36o,,., 

~^t les racines correspondantes sont 2049* ^396801 , 

Cette marche doit être suivie , toutes les fois que , dans le dévêt 
loppement de la racine de jn , on parvient à un nombre impair de 
bases périodiques ; et l'on voit que notre méthode donne , non-seu- 
lement la solution de l'équation ot^+i =z* , mais encore celle de 
l'équation my*— i =x' , foutes les fois , du moins , que cette derniers 
est possible en nombres entiers. 

Exemple V. Déterminer les valeurs de y quî peuvent rendre quarré» 
l'expression iS^^^i ? 
On a ici 

•=3 , *=:t , ^=1 , rsï , rf=i , *=6, 
Xa nombre des Itases est ici impair \ mais , en le doublant , il dé- 
tient pair, et on a alors 

M=— 3(AE)-f-(AF) , 
N=— 3(AE)— (BE) , 
0=— (AE) -î 
"^ médiateurs sont ensuite 

(AE)= 5 , (BE)= 3, 

(AF)=:33, CBF)=ao, 
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(AEO= 180. (BE^)-= 109, 

(AFO= "89, (BFO= 720, 

(AE'0= 6485 , (BE")= 3927 , 

(AF/^)= 42837 , (BF/0= 35940 , 



- (AE//0= 233640 , (BE//0=i4i48i , 
(AF/'0= '543331 , (BF/^Ô= 934560 . 
Ainsi, les nomlwes qui rendront quarrëft l'expression i3^'— 1 se- 
ront 5, 64BS, , et les racines de ces quarrës seront 18, sBSSs, »; 

ceux , au contraire , qui rendront quarrée l'expression 1 3j^H-i se-* 

Tont i8o,23364o, , et les racines correspondantes seront €49 * 

842401, 

Exemple VI. Détenniner les valeurs de y qui peuyent rendre quar- 
tëe l'expression 17/*+! ? 

On a simplement ici «=4 1 ^=8 ; 

la période en^ère ne .consiste donc que dans une base unique. L^ 
médiateurs sont 

( AF )=( B )= 8 , 
CAF')=(BF)= 65, 
(AF")=(BF')= 538, 
(Ar"')=(BF")= 4=89 , 
(AF"")=(BF"0= 34840 . 
les Taleurs de y qui rendent 17J-' — i un quarto parfait sont donc 

65, 4289, , et les racines correspondantes sont 

(AF")-4(AF')=(AF)+4(AF')= 268 , 

(AF'"0— 4(AF"')=(AF")+4(AF"0=3484o , 

et ainsi des autres; celles qui rendent , au contraire, i7J'^+i im 

quarré parrait sont 8, SaS, 3484o , , et les racines correspon* 

dantes sont 

(AF')-4( AF )= i+4( AF )= 33 , 
(AF"')— 4(AF")=(AF'>|-4(AF")= 2177. 
. _ _ (AF' )— 4(AF"")=CAF"')+4(AF"'0=a83oo9 , 
et ainsi des autres. 

20. L'équation gënërale du second degré 
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peut être ramenée à 

o=I^(M+N)/-Kl7" , 
en dfiterminant les coelKciens li , M , N , O , de manière ^ ce qulls 
satisfassent aux quatre équations suivantes 

l^=p , M4-N=7,, 0=r , LO— MN=^ ; 
la lettre y désignant toujours l'unitë prise en p/us ou en moins , suivant 
c[ue le nombre des bases périodiques est pair ou impair. U en résulte 
L—p , sM^y+V'y' — 4p'^4f » 
0=r , 2N=^ — ^/y' — 4p''-\~^*' • 
Ainsi j pour que l'équation o=/) — yj+'y* soit réductible h o=Ij— 
(M+N)j+Oj'* , sans qu'on soit obligé de développer y en fraction- 
continue périodique , ce qui exige quelquefois qu'on l'évalue d'abord 
à 4o ^^ 5o décimales (_*) , il faudra ^ue y" — 4/""+4 ou ^'—4pr — 4 
soit un quarré parfait. 

C'est ainsi que l'équation o=i3— 3iy-(-3j', dans laquelle on a 
y* — 4/"'+4 = Ci7)*» devient o=i3 — iQy—3y^3y' ; on a alors L= 
ï3, M=i9, N = 3, = 3; ainsi, dans cet exemple, LO— MN = 
-t-i. De même l'équation 0=17— iqjH"/* » dans laquelle on a y*-^ 
4pr— 4=(i7y, devient 0=17 — iSy — iT+iX*» *^n ^ ^^o" L=5i7 , M=s 
18 , Nz=:i , 0=1 j aïnsî , dans cet exemple , LO — MN= — 1. 

21* Etant proposée l'équation générale du second degré o:=p—çy-{- 
ry* , on peut toujours déterminer un facteur k de manière que l'é- 
quation O'ss.kp — kqy-\-kry* soit réductible à o^L—(M+N)y-f-Oj^, 
Il faudra , pour cela que (y' — 4/"")^*H~-i*' *"'* ^" quarré parfait, k 

C) Il eat mËme eHcntiel j'obser\xr qu'A quelque riOmbre de chiffres àécimaoM. 
^e l'on pouaie l'approsinuitîon , on ne «aurait jsmaii avoir une entière confiance 
Û3JIA le rdfiiitat qu'on en diidtiit , si l'on n'a lit'iùi ce résultat , en rcmonlant ^ Véqualloa 
du second de^ dont il doit £[r« une des racines ; il peut arriver en cfTL-t que la 
Kiile > soit des bases initiales ; soit des bases p<!rii>dlquea présente , dès les commeace^ 
mens , une périodicité .ipparcnle qui fasse prendre le clionge sur la vùrilaUe loi de 
la fraction-continue. Au surplus, «n procédant par la méthode d'approiûmalion da 
M. Lagrange, pu évite tout embarras sur ce point. 

C HoU dis éditeurs. ) 
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Cunt dëtenoinëe de maDièn9 à satisfaire à cette coBdltîoiï , on aui» 



cNcr^y— /(y'— .i;)r)A-i-4c , ' 

Soït par exemple l'équation 0=7—1 ^y-\-ij^ , <!«' donne pssj , ç=ii, 
r=4 , et <^* — ^pr=84. Il faudra déterminer k de manière tjue 84A*-i- 
4, ou 2iA*+i soit un quarré parfait ;^on trouvera d'après -cela ^:» 
12, et l'équation sera 0=^84— i68^M-48j'' «u 0=84 — i3cjjr — 39)^ 
. 48j^ , d'où i.=84 , IVLsi 39 , N=29 , 0=48' et conséquemment LO — 

22. £tant proposée cette même équ ation gén érale du second dcgnî 
o=^» — ^y-\-ry' , qui donna 2ryï=y+\/7' — 4pr alissi bien que ary-ia 
g — y/^' — 4pr , on en tîrÉra facilement les ba^es initiales, en déyelop- 
pant en fraction-continue "la fraction 



Connaissant'ces l)àsés , et par consëquent les médiateurs L, M, N, O'^ 
on peut demander les médiateuris A , B, C ^ , lesquels conduisent en-. 
«uïte (i i)'aui bases pério(£quès a^è , c tJ , .,,ion aura : 
A=;)R*— yPRH^rP', V 

B-C:;=:y>RS— yCP&+,QRi+-arPQ, J (-) - 

'D=_;,S"-hyQS-rQ*; j .. .-- 

et de plu» BC — AI>=f,^ c'est-à-dire =-^-i on =— i. , 

11 en résultera 

' A=;>R'-^PR4-rP», 

O La première étpiaiion en y du ij.» i4 peut itre écrite comme il «uït:^ 

o=Q'A— PQcB— C)— P'D ' '_ ' „T--. 

+[S"A— RS(B— C)— R=Dj^\ 
Al lâ compuaiU à ok^— 2j-+rj-' , il viendra 

Q>A— PQ{B— C]— P*D =p , 
»QSA— CPS+QR)CB— Cj— 3PRD=f.,. ■ • .. 
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iC=^2^RS+y(PS+QR)— 2rPQ^-v/?"— 4/'r+4 , 

Ej^cmple. Soit proposée l'équation du second degréo=7— i^j+^f^, 
11 faudra déterminer le facteur numérique A de manière que 84A*+4 
ou 4(2iA'+i) devienne un quatre pacfaiL On trouvera , par les métho- 
des qui ont ëtc précédemment exposées, A'= 12 ; multipliant donc l'é- 
quation proposée par ja , ce qui donnera o=84 — i68jH-48y*, on aura 

;.= 84, f=i68, r=p48î 
développant alors en fraction-continue la valeur numérique de y^ 
,j (7+^/21)= 11,5825757 ...,on aura la base initiale •=2;et,aprèft 
elle y commencera la période. Cela donnera 

?=!, Q = 2, R=o, S:?iî 
d'où l'on conclura , parles formules précédcntçs, 

Ài=î48. B=67, C=43, D=6o j 
rëduUant donc en fraction-continue le rapport D ; B ou 60 : 67 » on aura 
la suite des bases péxîodiquea , savoir : 

a^\ y js=8, «=ssi ; </=si * e^2 p f^i. 

o3. On a vu précédemment que , pour transformer en quarré parfait 

l'expression ffi)''-(-n* , il faut , en prenant y à volonté , transformée. 

en fraction-continue ysî^yZL' :1e: développeplent. faisant connaître, 
tant les bases initiales «, ji , y,... ., que -les bases périodiques, a, ^, 
£,..., et par conséquent les mëdrate^rs ' - 

("), (.{), (».),. (.H),^ 
(JE), (-F), (,E), W; ._ 
et que , déduisant de ces médiateurs les valeurs des coefBciens L , M , 
N , O , en vertu du N." 13 , les valeurs de y seront celles de O , tandis 
que les racines correspondantes seront 

' S>A— RScB— CJ— R»D=r ; 

coruidérant , dans cei ëgoations, A , B— C , O , comme trou incomiuet , et ajant égard 
à ce que QR — ^PS=:± i , d'oi^ résulte (QS — PR)i=i , on bbliendra les trois équalloos ' 
àt l'auteur ; en ; joignant ensuite l'iqualîOTi BC— AD:= ± I , ou en déduira les râleur) 
d« A, B, C , D , donnée* dans le texte, ' < iVoft itt idiwtrs, i 
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nM— ^OiyO— nN. ^ 

' Noui en avons Fait jusqu'ici l'application au simple cas de /rs=i ; 
Voyons actuellement comment il faudra opërer lorsqu'on attribuera à n 
Une valeur entière quelconque , diHërente de l'unité. 

Exemple, Proposons-nous de déterminer les valeurs entières dé y 
nui peuvent rendre quarrée l'expression i i^'+^g ? 

-On a ici ffz= II , n = 7 ; ainsi il faudra développer en £racUon-coD- 

tinue la fraction ^ZE^Ci.Larac'me quatre de 1 1 est 3,3i662479o3S5^ 
... Quant à la valeur de y, elle est arbitraire , pourvu que y scHt en-* 
tier. On voit , au reste , qu'il suffit de considérer les valeurs o , i > 
^ , 3 ^ 4 » ^ > 6 ï attendu que , passé six , les mêmes résnltats doivent 
constamment revenir , et que la ^£fêrence ne peut tomber qUe sur 
la première m des bases initiales y laquelle n'influe en néb sur le) 
valeurs numériques des coef&clens O. Voici une table qui-~coatient\ 
tant les bases initiales'que-les bases périodiques qui ré$ulteat' du- dé- 
veloppement des . fractions O l Y — , dans le» différentes supposition» 
gn'on peut faire pour q : 



1 


• 


iS 


a 


l 


c 


4 




/ 


s 


h 


o 





2 


9 


23 


9 


4. 




» 


, 


*_ 


1 


, 


1 


1 


I 


1 


I 




4 


46 


4 


2 







3 


6 


. 


..■ 




n 


D 


» 


3 





.. 


9 


4 


9 


23 




» 


<■ 


» 


4 


I 


23 


9 


4 


9 


23 




» 


. 


» 


5 


l 


5 


3 


6 


» 


■» 




. 


• 


» 


6 


I 


3 


46 


4 


1 


I 




I ) 


1 


4 
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Cette tabk nous apprend que , dans la recherclie des valeurs de^ 
qui peuvent faire devenir l'expression my^-\-n^ un quanré parfait, 
le choix du nombre arbitraire q n'est pas indlfifërent. Dans l'exenv- 
ple actuel, où m=.\i et ns=7, les bases initiales sont partout an 
au nombre de deux j la première <■ se reconnaît par la seule inspec- 
tion des nontbres m , n t\. q. Dans la colonne des secondes bases 
initiales, désignées par j9, on trouve les nombres i , 2, 3, 5, ^3.^ 
qui ne paraissent Être soumis à aucune loi eonnue jusqu'ici. Quant 
aux bases périodiques, les valeurs ^=3 61^=^4^ dont la somme 
est 7 , nous font connaître la période composée des nombres q, 4 > 9> 
aS-iCes mêmes bases , quoique disposées dans un ordre différent , sont 
encore fournies par les valeurs ^=0 » et conséquenunent aussi ff=7, 
dont la somme est encore 7. Les valeurs ^=rety=6, dont la somme 
est aussi 7 , fpumissent la période composée des bases i , i , t , i , i , 
4 , 46 > 4 > quoique disposées dans un ordre différent. Toutes ces périodes 
xtous font connaître certaines valeurs de y , niais elles ne r^ifcrmeat 
pas la solution ccmplète du problème. 

I^ série complète des valeurs de y résulte des développèmens que 
Ton obtient en supposant y=2 ou y=5 , dont la somme est encore 
7. :II en provient les deux bases 3 , 6. En adopUnt cette période, 
et la valeur 2 pour ^ , on a 

'-—0, j>=i , a—l, i=6, 
ce ijui dopne (-.)=ô , ,(-<)= i , (^,)- 1 , (,9^)= i , 
les médiateurs qui enj proviennent sont 



:(.E0= 3, (^E0= 4. 

<-E/'j)= ^0, ■ UK")= 79', 

■(-E/^'J}=ii97, (^E/'0=i576, 



En 
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■En appliquant ensuite les formules du n," i a , on tr^jre 
L=-(-E), 
M=^-(isE) , 
■ N=<-F)-<.E) , , • 

0=(^F)— (^). 
Les valeurs de y qui renferment la solution du problème «ont celle* 
de O et le* racines qui leur répondent sont 7M — 20=20— 7N. On 
.a donc ainsi; 

valeurs dé y=o , 21 , 420, 8379,.... 
racines .... .=7 , 70 , iSgS, 27790,.... 

( La suite incessamment. ) 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solution du premier des deux prbblèmes proposés à îa 
page 196 de ce volume ; 

-Par M. TÉDENAT , correspondant de la première classe de 
l'Institut, recteur de racadémie de Nismes. 



Problème général. Des points étant donnés , en nomSre 
ijueîconque , sur un plan ; déterminer , sur ce plan , vn nouveau point 
dont la somme des distances aux points donnés soit un minimum ? 

Solution. Ce problème peut être traité par plusieurs méthodes di- 
verses , entre lesquelles nous choisirons seulement les deus suivantes: 

Première méthode. Soientm^m', m", , les points donnés , M 

fe point cherché, et z, z', z" ^ , les distances respectives de ce 

dernier point à tous les autres. 

Tom. /. • ' 39 
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Soit rap^t^ tout le système à deux axes rectangulaires , et saenl 
alors les coordonnées , tant du point cherché que des pomts donnés f 
ainsi qu'il suit ; 

pour M i * ' pour m j * * pour m' l * pour m'' j ^^ |^ 



^on aura 

en désignant donc par S la somme des distances du point M aut 

points m y m' ', m" t , on aura 

S=^Cx-«)'+(;r-|9)H-Vc*— 'J'+tJ^^>'+Vc»^-">M-tj'-^')'+ ; 

or, par les conditions du problème, S doit être \in minimum \ d'oi 
il suit qu'un doit avoir , à la fois , 

as as 

-—=0 , ■T'-o î 

c'est-i-dice , 

■r-J» ■ 3-^ . .^-^ . _Q, 

Voilà donc deux équations entre les coordonnées a: et y dû point cher- 
ché M, ce qui, théoriquement parlant, suffit pour la détermination 
de ce point ; mais malheureusement ces équations , par leur extrême 
complication, ne peuvent être , dans le plus grand nombre des cas, 
d'un grand secours pour la résolution complète du problème. 

Soient désignés respectivement par a , a' ^ a" ^ , les angles que 

forment , avec l'axe des x , les droites z , z' , z'^ , . . . . menées du point 

M aux points m ^ m' y m", ; à l'aide de ces notations ,leséc^via»* 

tîons auxquelles nous venons de parvenir prendront cette forme très-* 
«impie 

Cos.a-|-Cos^'+0)3.j'''-f-CoS'i''''^+ =o » 

Sin,fl+Sinwy'+Sin.''tf-f-Sio.û'''''''+t.....i=0 ï 
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«e qui nous apprend qne la somme des cosinus des~ angles Hnt& sur une 
même droite quelconque , par les droites z , z' ^ z" ,...,, doit ^e zéro. 

De là il est facile de conclure (*) que les droites z, z' ^ z",...,y 
doivent être respectivement parallèles aux côtés d'un certain polygone 
de m côt& , qui aurait tous se^ côtés égaux entre eux ; et , comme 
la somme des angles autour du point M doit être quatre angles 
droits , il en résulte que ces angles doivent être consécutivement 
égaux, aux angles extérieurs consécutifs du polygone dont il vient 
d'être question. 

D'après ces considérations on voit que le problème génâral que nous 
nous, sommes proposé , dépend du suivant ; n points m , m', m'' , . . . . 
étant donnés de position iur un plan , et une droite étant donnée 
de longueur , construire sur ce plan un polygone de n côté , dont 
tous les càtis soient égaux entre eux et à la droite donnée , et qui , 
en outre soit tel que ses cotés, prolongés s'il est nécessaire , passent 
respectii'ement par les n points donnés (**) ? Il est clair» en efiet, 
qu'en appliquant la solution générale de ce problème au cas parti- 
culier où la droite donnée sera nulle , le polygone cherché se réduiitt 
à un p(Hnt unique , lequel ne sera autre chose que le point M (***). 

Venons présentement aux applications, i." S'il y a trois points donnés 
m t m' f m" , les trois angles formés par les droites z , z' , z", 
menées du point cherché M à ceux-là , devront être consécutive- 
ment égaux aux trois angles extérieurs d'un triangle équilatèrat , 

(•) Vojf« la page 19a de ce voluroe. 

{**J On propose de Irouver une solution de ce problème î 

(***} Le problème proposa peut auui être réduit 1 ce problème de at&tîqiM ; B cor- 
itns iiani réunis à un mime nteuà tt u'iuij dans un mime plan , tt Jts paûsanàt 
égalas quehon^aes étant appliquées A l'extrémité de chacun d'eux , àittrminer à» 
fuelle manière le système doit itre disposé , dans le cas diquiUirt , potfr jue les 
directions des cordons passent respectivement par n points donnés sur leur plan ? Ou 
encore à cet autre : Les semmets d'un polygone plan , de n càtis , jouissant d'un» 
mime puissance attractive »pielconijue y indépendante des distances; en quel point 
du plan Je te pclygone/audrail-il placer un corps y pour qu'il demeurât en équilibre? 
( Notes des éditeurs. > - 



dbvGoo^^Ie 



a88 QUESTIONS 

c*est-i-di^P qu'ils devront Être égaux entre eaK , et de lao* cha-r 
cun. Ainsi , pour résoudre le problème , il suflîra de construire, 
sur les deux distances mm' et 7nm" prises pour cordes , et du 
eôtë de l'intérieur du triangle formé par le» trois points m , m\ 
•m" ^ des arcs capables d'un angle de 120' ; l'intersection de ces deux 
arcs sera le point cherché M. (*) 

3." S'il y a quatre points donnés m , m' , m" , m'" , les quatre 
angles formés consécutivement . autour du point M y par les droites 2 , 
z' , z" , z'" , menées de ce point aux points donnés, devront être 
respectivement égaux aux quatre angles extérieurs consécutifs d'ua 
RJiomie. Ainsi , de ces quatre angles, les opposés devront Être égaux, 
tandis que ceux qui auront un côté commun devront être suppléments 
l'un de l'iiutre. Le point cherché M se trouvera donc à l'intersection 
des deux diagonales du quadrilatère qui aurait les sommets de set 
^ngles au& points donnés. 

Nous n'.étendrons pas plus loin ces applications , dont la difficulté 
#'accroit d'ime manière notable , dès que les points donnés sont au 
ïaombfe do plus de quatre* 
Deuxième méthode. 

Soient a, i, r, ^, ...., les dislances consécutives du point cbece 
ché aux points donnés , en sorte qu'on doive avoir 

(0 <2-î~^-i-c-4-<H-,,..,.= minimum^ ; 

#olent , en outre , ' *• 

A , B , C , B , 

Jes angle» formés respectivement par 

tf et 5 , i et c i c et d , d et g , 

de manière qu'on ait "^ 

(2) A+B+C+D4- .=360" -, 



( ) On peul , •! l'on v.ai , „, ddcrira qu'iui nul de cm «c , et le poinfcliercM 
•era ilàemW par son inleriecllon aven une droite manie do mille» du relie dl 
Il circonférence à celui de» trois point, donnés qui n'aura pa. été emplojé. 

< Kbrt dct iàiliun. ) 
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«oit , enfin , P l'aire du polygone dont les sommets de^kigles sont 
i'itués aux points donnés ; on aura 

(3) a&SmJ^+àcS\aSH'CiiSin.C-^JeS\n.B+ =2?. 

Si le polygone est absolument donné » il y aura nécessairement * 

fintre les distances a , h y c» d, ^ des relations indépendantes des 

angles A,B,C,D, : attendu que, deux de ces distances étant 

données , toutes les aulres peuvent en être déduites. Néanmoins , » 
l'on suppose que ce n'est pas proprement le polygone, mais seule- 
ment son aire P , qui est donnée , il sera alors permis de considérer 

a ,b yC , â y y coHUDe des variables absolument indépendantes^ 

f t on déduira de l'équation (3) 

CaSIn.A+cSin.3) . *H-«^Cos.A . »A ^ 
H-(iSin.B-H/Sin.C). i;4-*cCos.B.^ 
-KcSin.C+eSlnJ)) . irf-K<^Cos.C . iC 



= o(4> 



Afais l'éguation (i) revîitDt à 

ia-^-th-iric+U-^.. =0 i (5) 

tt l'équation (2) donne 

*A+*B-l-K4->D+ =0 î (6) 

ajoutant donc à l'équation (4) les produits des équatîtms (5) et (6) . 
par deux multiplicateurs indéterminés — x et — ^ , il Tiendra : 

(aSinAH-cSin.B— x).iH-(tfJCosA— /.).iA J 
H-(iSin.B+<fôin.C— x) .■fc-KitCos.B— ^) • 'B ( 
H-(tfSin.C-|-cSiiiJ)— x) . Jï/-V(c(;Cos.C— ^) . iC " ( ~° ' 



équation dans laquelle il sera permis de considérer les variations ia f 
iby h,, H..', tXf m, ^,...., comme absolument indépendantes, et 
de laquelle on déduira conséquemment 

flSlaA+cSin.B=A , iSin.B+rfSin.C=i\ , tSln.C4-£Sin,D=x , . , . . 
abCosJis^t*, ècCoa.'Q=/t. f;^Cos.C=^>.... 
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Si les poVft donnas sont au nombre de n , il y aura n ^qua^ons dans 
cîiaque ligne ; on pourra donc tirer de celles de la première les valeurs 
des n distances a, A, c ^d , ...., lesquelles se trouveront toutes affec- 
tées du facteur x y substituant ces valeurs dans les équations de la 
seconde ligne , et faisant , pour abréger j~=N , on aura, entre les/» 
angles inconnue; A, B , C, D, ...., et la constante N, n équations 
qui donneront les valeurs de ces angles en fonction de N qu'on déter- 
minera ensuite , en exprimant que les valeurs obtenues satisfont i 
l'équation (3). 

On voit par là que , bien que nous ayons supposé que c'était seulement 
l'aire P du polygone qui était donnée , les valeurs des angles A , B, 
C« D7**>*t se trouvant délivrées de P, ainsi que des distances a^ 
ht c , d,,t,.i nos résultats seront aussi exacts que s'ils eussent été 
déduits d'une analise en apparence plus rigoureuse. 

Appliquons successivement ce procédé au triangle et au quadrilatère* 
On a I.* pour le triangle, les six équations.' , 

çSin^+rSîpJB=A , JSi».B+«S;n.C=x , fSîn.C-{-iSîn.A=A,. ,. 
a^Cos.A=/>, ^fCos.B=^ , caCos,C=it, «.. 

Divisant les trois dernières deux & deux , il viendra 
tfCos.A— cCos.B=o , 
3Cos.B— jCos.C=o , 
«Cos.C-.Kk)8.A=o . 
Comparant cli^g:ùie de celles-ci k sa correspondante daiu la f rémièit 
ligne t on en déduira ces doubles valeurs : ' ' 

_^ xCo».B xCn».0 ^ xCm-A 

"~ Sin-cA+B) ' ~ Sin.cB+C) ' '~ 5iii.{C+A) ' 

xCo».B ,_ xCoi-C xCo«.A 

*~San.CB+C)* ~ Sin.(0+-A) ' ' Sin.(^B) * 

Icsqaeiles, étant égalées entre elles , donneront 

Sin.(A^B)=Sin.(B+C)=Sin,(C+A) 
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(Fqù»Îi cause deA-f-B+CsSGo'* , on conclue^ 





A=B=C 


, 




comme ci-dessus. 








2.° Pour le quadrilatère, on trouvera, 


en faisant absolument le mâm* 


calcul , 








»Co..B 


xCo.,C 
Sin.(B+C) ' '- 


xCo».D ^ 
Sin.cC+D) ' 


j xCos.A 
Sn.(D+A) • 


' Sin.(A+B) ■ 


aCo..C 


,_ xCoiD 


XC0!.A 


j XCosS 



" Sin.(C+D> ' Siii.(IH-A) * Sin.(A4-B) * Sjn.(B4-C) *^ 

d'où on conclura : 

Cos3Sin.(G4-D}=£<».CSin.(A-f.B) , Caa.Câln.CD4-A]=50M.DSin.CB-)-0 , 

0»J)Kn.(A-|-B)=C(»ASm.(C+D) , Coi.A&i.(B4-C)sCo^$in.(D-t-A) . 

l,a condition 

A+B+c+Dsaeo". 

donne d'allleiirs 

Sin.(C+D);=— Sin.CAH-B) , Sin,(IH-A)=— S'in.(B+C). 
«ubstituant donc , il Tiendra 

Co53=— Cos.C, Cos.C=^CosJ) , CosJ)=— Cos^,Cos.A=— Cos^i 
d'où 
CsiSo»— B, DsiSo'— C, A=i8o*— D , BsiSo"— A; 
tt encor« 

A=C . B=D i 

) relaUons que ci-dessus. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 



JJeux villes se trouvent situées , d'une manière connue , d'un làéaw 
côté d'un canal rectUigne (*). 

On veut établir un pont sur ce canal , et construire une route de 
conununication de ce pont aux deux vUles pour l'usage desquelles il 
est destiné. 

Il s'agit de déterminer en quel lieu il faut établir ce pont » et de 
quelle manière on doit diriger les branches de la route , pour que la 
longueur totale de celle-ci soit la moindre possible ? 



n, 



Des villes , en nombre quelconque , étant situées , d'une manière 
ctHinue^dans une même plaine; on propose de les lier entre elles par 
un système de canaux dont la longueur totale soit la nunndre pos- 
sible (**) ? 

(*) On peut, pour plua ie généralité ,suppoMrU canal curviligne. 

(**) Il ne faut pas confondre ce prohibe avec celui qui se trouve énoncé i la page' 
a85. Dans le premier, en eSet, le nombre des branches de route doit ^treégalau nont- 
bre des Tilles auzquellesellesdoivsnt aboutir d'une paît, et iles[ de condition rigoureuse 
que , de l'autre , ces branches de route concourent en un m£me point ; ici , au contraire , 
cette condition n'est pas imposée , et on ne doit pu même i'; wtujélir «1 le miDimtOB 
n'en résulte pa». 
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AN ALISE. 

Démonstration da théorème général de 
l'incommensurabilité ; 

Par M. DE Maizières , professeur de mathématiques spéciales 
au lycée de Versailles. 



X 0UTE5 les questions oîi se présente le cas de l'incommensurabilitt^ , 
c'est-à-dire , les questions où il s'agit de démontrer l'égalité de deux 
rapports dont l'un est incommensurable , ont les caractères communs 
que voici: i.* elles supposent deux séries de quantités soumises , dans 
chaque série , à la loi de continuité (*) ; 2.° elles supposent de plus 
que les termes des deux séries sont liés les uns aux autres par une 
dépendance réciproque , en sorte que les deux séries se correspondent 
terme à terme (**); 3.* elles supposent enfin que, lorsque deux ter- 
mes de l'une des séries sont commensurables , leurs correspondans dans 
l'autre série leur sont proportionnels (***), La difficulté de ces sortes 
de questions consiste alors à démontrer que la même proportionnalité 
a encore lieu pour des termes incommensurables ; et voici comment 
on peut y parvenir. 



C*3 C'est-à-dire que , dans chaque tëric, on peut concevoir deux terme» aussi peu 
d<ff«^rcns qu'on Toudra. 

(**) La loi de correspondance entre tes deux séries peut d'ailleurs être quelconque ; 
elle peut marne Être inconnue, pourru qu'on soit certain de son existence. 

^**) L'ordre des rapports pouvant être indifféremment àirect ou inyerse , pourvu 
qu'il soit constant dam toute l'étendue dea deux séries. 

Tom. /. 4» 



dbyGoo^^Ie 



±94 ' INCOMMENSURABILITE. 

Soient les deux séries correspondantes 
K,,K.,K,,...K,,K,4..,..K„K,+,,.„K„,K„+ K„,K„+,,., 

Q.,Q.,Q,,.~Q,,Q,+ Q;,Q,+ Q„.Q:,+.,~Q,,Q,+,,.. 

assujëties aux conditions qui viennent d'être exposées. 

On suppose reconnue que, si deux termes K,-, K/, de l'une quct- 
«onque des séries, sont commensurables entre eux, ils ont, arec Icur^ 
eorrespoudans dans l'autre série , la relation 

et îl s'agit de démontrer que , si deux autres termes K^ , K„ , de l'une 
quelconque des siîrles sont IncommensuraMcs , ils auront également , 
avec leurs correspondans dans l'aun'e série , la relation 

^'' K. ti,' 

lia proposition sera yraîe, si l'on prouve généralement qu'on ne peut 
avoir un quelconque des deux rapports sup<5rieur à l'autre; par exemple > 

(3) ,^>2-". 

fii , en eiTet , la relation (3) pouvait exister , on devrait avoïf 

«) i = b 

Q„ étant nn terme choisi convenablement dans la seconde série et 
<Q„; or, quelque petite que puisse être d'ailleurs la diiTércnce 

CQn — Qn') » ^ï* P*^*^^ concevoir , dans le numérateur Q„ , des parties égales 
encore plus petites ; et , en mesurant Q^ avec une de ces parties, on 

pourra former une quantitii 

o'est-à-dîre , comprise cnlrc Q„ et Q,^., et commensurablc avec Q„ , 
laquelle devant nécessairement faire partie de la seconde série , aurai 
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4oQ3ëqaemment , dam la première , un tenue correspondant 

(6) K,.„<K,. 

Maîntenanu, Q^ ëtant commensurable arec Q„ , on aura , d^apr^ 
l'hypothèse (i) , 

(7) ^' = ^'. 

I-^ relation (7) ^tant démontrée vraie , tandis que la relation (4)' 
est douteuse, leur combinaison est propre à fixer notre jugement sur 
cette relation (4). Multiplions donc par ordre les relations (4) , (7) ; 
il viendra , en réduisant , 

Or , celte relation (8) est absurde ; car (6) son premier rapport est 
< 1 , tandis (5) que son second rapport est au contraire > 1 ; donc 
la relation (4) est impossible; et, attenda qu'elle est une conséquence 
inévitable de la relation (3) , îl en résulte que cette dernière ne peut 
être admise; et comme, d'un auti'e côté, on ne peut la rejeter sans 
admettre la relation (2) , il s'ensuit que cette relation a lieu en effet > 
malgré l'incommensurabilité supposée entre K^ et K„. 

La proportionnalité entre tous les termes correspondans des deux 
séries est donc une suite nécessaire de la proportionnalité entre ceux 
de ces termes qui sont commensurables. 

Ce mode de raisonnement , qui ne laisse rien <l désirer du côté de 
la rigueur, nous semble présenter deux avantages principaux sur celui 
qu'il est d'usage d'employer dans tous les cas de cette nature, i .*' Ce 
• que nous disons d'un rapport pouvant Être également appliqué à l'autre , 
nous nous trouvons dispensés de la contre-épreuve à laquelle on est 
«xplicitement ou impHcîJoment assujéti dans l'application des méthodes 
usitées ; 2.° notre théorème général , UDC fois démontré , s'applique avec 
la plus grande facilité aux li^cs proportionnelles , aux angles com- 
parés aux arcs, aux aires des rectangles de même base, aux angles 
dièdres comparés aux angles plans , aux volumes des parallôliplpèdes 
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de même base , aux fuseaux sphèriques comparés soit entre eux soit ar^ 
la sphère , et généralement à tous les cas de rincommensurabilitë , tant en 
géométrie qu'en arithmétique et en statique , sans qu'on soit obligé défaire 
une démonstration pour chaque cas. La seule attention hi avoir est de bien 
s'assurer, avant d'appliquer le théorème général, que les deux séries de 
quantités auxquelles on en veut faire l'application, sont exactement sou- 
mises aux lois que nous avons supposé exister dans celles que nous 
venons de considérer. 

Il est essentiel de remarquer que notre démonstration n'exige pas 
que les deux séries de quantités, admises comme proportionnelles, 
dans le cas de la commensurahilïté , soient exclusivement croissantes 
ou décroissantes dans le même sens. L'une de ces séries peut croître tandis 
que l'autre décroit; comme il arriverait, par exemple, si l'une dessériesétait 
formée de multiplicandes et l'autre de multiplicateurs de nature à donner 
une suite de produits égaux. Dans ce cas, si l'on prend dans la pre-- 
mière série deux multiplicandes M^ et Mj, il faudra leur comparer 
respectivement dans la seconde les multiplicateurs m. et m^ ; car on 

doit avoir -— = — !• Ainsi , dans le second rapport de chaque propM- 

tion, l'ordre des- termes est inverse de celui des termes du premier. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Amiîise dune solution du premier des deux problèmes 
proposes à la page i^ de ce volume ;" 

Par M. Lhuujer , professeur de malh^matiques à racadémîe 
impériale de Genève. , . 



V. B. Cette aolulion , ftrr&a» trop tard pour pouvofr être [oûnie i celle founufl pa» 
N, Tédenat , page a&5 , ajant avec cette dernière plutieucs poïnU de MBwmblance, te* 
t^dacteun des w2mMi«* M trouvant) iregret, contraint* de ^eu donner iciç[a'Dne c«arte 
analîie. 

jyX> LRUILIER commence , par rappeler ce principe conmi ; que le 
point de la circonférence d'un cercle dont la somme des distances i 
deux points pris hors du cercle , est la moindre possible y est celui 
dont la tangente ou la normale fait des angles égaux avec les droites 
menées du même point aux deux points dont il s'agit. Il en conclut de 
suite que le point du plan d'un triangle dont la somme des distances 
3i ses trois sommets est la plus petite , est un point tel tpa les droite» 
qui le joignent à ces sommets , font , deux à deux > des angles égaux 
entre eux. et au tiers dé quatre angles droits. Il observe, à ce sujet , 
que , si l'un des angles du triangle vaut le tTers de quatre angles 
droits , son sommet sera le point cherche ; et que , si l'angle excède cette 
^irandeur , le problème sera insoluble. 

M. Lhuilier se propose ensuite de détennîner ,, lorsque le problème est 
possible , les longueurs des droites menées du point cherché aux som- 
, mets du triangle > ainsi que les angles que font ces droites avec ses 
Tom U 4i 
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côtes ; voîci t . S peu pr^ de quelle manière il y parrient. 
^ Soient KK'A." ( iig. 1 ) le triangle donné , et P le point cherche'; 
soit circonscrit un cercle au triangle et soient prolongés PA , PA' , 
PA'' , jusqu'à ce qu'elles rencontrent de nouveau la circonférence en 
B , B^ , W i soit enfin formé le triangle BB/B/'. 
■ Jj'angle B ayant pour mesure la moitié de l'arc B'B", et l'angle A 
ayant pouc mesure la moitié de l'arc A.'\" , il s'ensuit que la somme 
des angles A , B, a pour mesuce la demi-somme des arcs A^A-"' , B'B''', 
laquelle est aussi la mesure de l'angle A-TA" ou jw ; et, comme il 
en irait de même pour les angles B', B" , comparés aux angles A', 
A" , on doit avoir 

A +B =iw ,. I ^ i 
A/+B'=i», j d'où 
. A//+B'-'=> ; 1 
^ similitude des triangles APA^'.B'^B, d'une part, et celle de» 
triangles A'PA" , B'^PB^ de l'autre , donnent les deux équations 

APxBB//=B''PxAA" , A/PxB^/sB^'PxA'A"; , ' 

d'où on déduit, en divisant et réduisant , 

AP £51^^ AP_AA'' Stn.(^»^A) 

A'P^B'B"~A'A'< ®" A'P""A'A''^Sm.(i.wA'l * 

x'est-i-dtre , . 

A'A'^xAPxSin^T*— AO=AA"xA'PxSm.(iw— A) ; 
'enfin le triangle APA' donne, & cause de Cos.P=— f , 

AP'H-AP X A'P+A'P's AA". 
La combinaison de ces deux équations fera donc connaître AP et AP'; 
et on déterminera . ensuite chacun des deux angles PA'A et PAA/, 
par les divers procétïés coniius de la trigonométrie. 

Après cette digression j M. Lhuilîer, revenant à la question prin- 
. cipale , annonce que le point du plan d'un quadrilatère dont la somma 
des distances à ses sommets est la plus petite , est le point dlnter- 
VcUon des deux diagonales de ce quadrilatère. U ne démontre pas 
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cette proposition ^mais %î dt^monstration résulte immédiatement de ce 
que la ligne brisée est plus longue que la ligne droite avec laquelle 
elle a ses extrémités communes. On sent', d'après cela, que le pro- 
blème ne peut être résolu , pour le quadrilatère , qu'autant que ce qùâ-* 
drilatère est cooTexe. . ...... 

Après avoir observé que , dans tout polygone qui a un centre de 
6eure , ce centre est le point dont la somme des distances aux som- 
mets du polygone est la plus petite , M. I^huilier passe au problème 
général , non dans la vue de le résoudre , mais afin de découvrir , au 
moins » quelques propriétés du point cherché. Far les mêmes moyens 
qu'avait employé M. Tédenat , il parvient à cette proposition , savoir : 
que le point cherché doîi être tellement situé ^ue la soi^me des 
cosinus des angles que formeront les droites qui le joindront aux 
points donnés , ai'ec un axe quelconque situé dans leur plan , soit 
constamment zéro, 
» Les rédacteurs des Annales ^ en publiant la solution de M. Tédenat, 
ont néglige de faire voir comment ce principe seul pouvait être em- 
ployé à obtenir , entre les angles autour du point cherché , des équa- 
tions en nombre égal à celui ^e ces angles;' ils croient devoir Ici 
réparer cette omission. 1 

Soient A, ,- A, , A, , A„_, , A„ les angles consécutif» autour 

du point cheçché ; si l'on prend successivement pour axe chacune.-des 
droites menées de ce point aux points donnés , l'angle que formera 
cette droite avec elle-même étant zéro , aura son cosinus =-Hi ï il v 

faudra donc que la ^mme des cosinus des angles que les autres for- 
meront avec elle soit'= — i ; on aura ainsi 

o=i-|-CosA,HK^.(A,-hA04<^^A,-t-A,H-A,)-l-.«H-Cos<A,-|-A,-+-...-hA^,) , 
o=i-HCos.A.-v^s.(A»-V.A,)-Kos.CA.-ï-A,-t-A^)-f-...-|-Cos.(A.-|-A,-H...+A, ) , 
o=i-+-Cos.A,4<:bs.(A,-|-AJ+Cos.CA-,-hA^-hA,>»-...H-Cos.CA,-HA,-f^i.+^ ) , 

o=iH-<^^„4<^.(A,-H^O-Ko**(A„+A^-4-AO-H«.+Cos.(A„-hA.-(-... +A„_,) ; 
on pourra , au surplus , simplifier ces équations en observant qu'on % : 
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Cos.(A,4-A.+ ...H-A„_t)=Co5.A„,Cos.(A,H-A,+'...H-A^0=Co5<A„_,-fA„),, 
Cos.(A,+A,+ ...+A„ )=Cos.A, ,Cos,(A.+A,+ ...+A,r_,)=Cos.(A„ ■4-A,),, 
Cos.(A,+A,+ „.-fA, )=Cos.A,,Cos.(A,+A^+...-i-A„ )=Cos.CA, .+A.),, 

■ on pourra aussi , si l'on veut , employer l'iSquation 

A,-f-A,+A,H- H-A„=2-^; 

' mais en se rappelant (qu'elle se trouve comportée par les n ëijuatio'ni 

ci-dessus. 
..• Si, par exemple, on n'a que trois points dçnnës, il viendra 

Cos.A,-+;Cos.A|=: — i,G)5.A,-f"Cos.A,=; — i,0>s.A, — Cos«A,= — i j 

d'où Cos.A,=:CosJV,,=Cos.A,=— X î 

«t partant, A,=A,=A,=;«. 

SI l'oa a quatre points , les équations seront 

Cos.A,+Cos.(A,4-A0H-Cos.A^=— 1 * 
Cos,A,t|-Cos.(A,+A,)+Cos^,=— 1 , 
Cos.A,-|-Cos.(A,+A,)H-Cos.A,=— 1 ,. 
Cos.A^+Cos.(A,-HA,)+Cos.A,=— 1 ; 

"iAjuatîona entre lesquelles éliminant les deux quantités Cos.(A,-|-At,) 
. et Cos.(A,-f-A,)» il viendra 



CosJV,=Cos.A, , ) ( A,=A, , 

Cos.A,=Cos.A4 ; ! . ( A,=A4 



M. Lbulliet , étendant les ftocéàés du calcul dliTérentiel h des pointa 
situés d'une manière quelconque dans l'espace , parvient , i leur égard , 

■ au. même principe général , ç'est-à-dire .qu'il prouve que /«pw'n/^on/ 
la soTïiTne des distances à des points àonnés dans V espace est la^ plus 

■ petite \ doit être- tellement située ^ite la somme -des •cosinus des angles 
que formeront , avec une droite quekon^ut yies droites menées de ca 
point au^ points 4Qnnés soit zéro» 
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M. Lhuilier conBnne ces résultats du calcul (Ë/F^rentîeT , tant pour 
des points compris dans un même plan , que pour des points situés 
d'une manière quelconque dans l'espace y par des considérations fort 
iimples que voici : ■ 

Par- le point cherché soit fait paSser une droite quelconque P P' 
( fig. 3 ) ; que A soit un des points donnés , et que P et P' soient 
deux points pour lesquels les sommes des distances aux pmnts donnés 
•oient égales j il est clair que , si le point P dcYient le point cherché , 
le point P' devra se confondre avec lui. 

Cela posé , des points A comme centres , et avec les distances AP 
pour rayons , ornent décrits des arcs Pp , rencontrant en p les droite* 

Puisque ï(AP)=ï(APO,U s'ensuit que 2CP/^)=:oi donc aussi 



PP' 



<i)=- 



limite ^=CosAP'Pî donc ï(Cos.AP'P)=o , 

ce qui ramène à la proposition déjà énoncée. 

M. Lhuilier termine par observer que la méthode diiFérentielIe , ainsi 
que cette dernière , s'appliquent également su cas où ce ne serait pas 
précisément la somme des distances du j: /mt cherché aux points donr 
n^ qui devrait être la plus petite , mais la somme des produits de 
ces distances par des nombres donnés , ou la somme de leurs puîs^ 
sances ayant le même exposant, ou enfin la sonune des produits do 
•es puissances nar des nombres donnés. 
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Solution du problème proposé à la page aSa de 
ce volume ; 

Par M. TÉDENAT , correspondant de la première classe de 
l'Institut , recteur de l'académie de Nismes. 



■Enoncé. Deux canaux rectiUgn$s se coupent , sous une inciinaiso* 
déterminée , et une viîle se trouve située ,Sune manière connue, dent 
fun des tjuatre angles formés par leur intersection. 

On veut établir deux ponts sur ces canaux , et construire une route 
de communication de ces deux ponts à la fille pour l'usage de laijueUe 
ils sont destinés. 

Il s'agit de déterminer en quels lieux il faut établir ces deux 
ponts , et de quelle manière on doit diriger les branches de la route ^ 
pour que la longueur totale de celle-'ci soit la moindre possible. 

Considérations préliminaires. L'ënoncé du proHème ne statuant en 
aucune manière sur la disposition des diverses parties de la route à cons- 
truire; il fautj pour le résoudre complètement, ne s'assujétir à aucune 
cendition qui ne soit ngoureusemeut nticesiaire pour parrenir au miiti- 
wium auquel on veut atteindre. > . 

Or , comme il n'y a, que trois points & unir , il ne peut y iToir au plus 
que trois Lrmches de route, desquelles doivent être re«tilignes, et dont 
celles qui se terminent aux ponts doivent être respectivement perpendi- 
culaires aux directions des canaux ; et, puisque ces brancKes de route 
doivent lier entre eux les points oii elles aboutissent d'une part, il faut 
que de l'autre elles concourent en un même point. 

A la vérité, il pourrait bien se faire , du moins dans certain cas , qu'il 
fallût moins de trois branches de route, pour obtenir un minimum de 
longueur totale ; mais c'est ce que le calcul doit indiquer , de soi-même , 
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qui ne devront pas exisler. 

6n voit , par ce qui précède , que tout m réduit ï déterminer le point 
de concours des trois branches de route ; les ponts devant se trouver, aux 
•xtrémitës des perpendiculaires abaissées de ce point sur les directions 
de* deux canaux. Occupons-nous donc du problème suivant : 

PROBLÈME' Un point étant donné déposition entre les càiés Sun; 
angle connu; déterminer, dans cet angle, un nouveau point dont la 
somme des distances à ses deux côtés et au point donné soit un mini- 
mum. 

Soient BAC (Gg. 3) l'angle donné, et O le point donné ; Il s'agit de 
^déteoniner dans cet angle un point Z tellement situé qu'en abalsssant 
de ce point sur Afi et AC les perpendiculaires ZN et ZM , et en joignant 
,ïe même point au point donné, par la droite ZÔ , on ait ZN-(-ZM+ZO= 
jninimum. 

Solution. Soient pris le sommet A de l'angle dtnné pour origine des 
coordonnées rectangulaires y et le côté AC pour axe des x ; désignons par 
^ l'angle -BAC > par a et ^ les coordonnées du point O j et par x et jr 
celles du point Z ; nous aurons alors 

, ZU^y r ZN=j:Sin.)^-yCos.y , 20= ^/ (a— :r)'-K*-^)* ; 
désignant donc par S la somme des trois distances ZN , ZM , ZO , nous 



S=j:Sin.y4^i— Co3.»)+\/Ca— ^)'-Ki-^)'. ' 
1*8 -variables x et y de cette équation étant absolument indépen- 
dantes , il faudra , pour obtenir les condiUons du minimum , égaler 

, , , . dS ^ • j 

aeparementazéro — et— , ce qui donnera 



(G)( 



1— Cos.y=«> 



V/(a-;r)'-K*-jr)' 



dtayCoc^Ie 



■■3o4 QUESTIONS 

et telles sont les équations qui devraient donner les valeurs parti- 
culières des coordonn<îcs x Gty du point Z qui rëpondent au minimum^ 

Mais il est facile de voir qu'en général ces deux équations ne peu- 
vent subsister à la fols, attendu qu'on 'en peut déduire , entre les seules 
données du problème , une équation de relation qui peut fort bien ne pas 
se vérifier. Si, en eiFet, on prend la somme de leurs quarrés, onobtiea- 
dra , toutes réductions faites , 

Cos.v=:7 d'où ^5=60* . 
Ainsi , si l'angle donné n'est pas de 60" , il n'y aura , \ proprement 
parler , ni maximum ni minimum ; c'est-à-dire , qu'en variant la posi- 
tion du point Z , la longueur S croîtra ou décroîtra continuellement 
et pourra acquérir toutes tes râleurs possibles depuis llnfîni positit 
jusqu'à l'infini négatif (*). 

Si , au contraire , l'angle donne ASB est de 60" , les deux équation» 
(G) étant alors équivalentes , on n'a, entre les coordonnées j: et y da 
point Z , qu'une simple relation exprimée soit par l'une ou par l'autre 
de ces deux équations , soit par xtne. équation résultant de leur combi- 
naison ; il y a donc , dans ce cas ^ une infinité de points qui résohenl 
le problème. 

Chercbons le lieu géométrique de tous ces points ; soient , pour cela | 

iâiTicées l'une par l'aut/e les équations (G); on aura ainsi 

h— Y f—i I— Coi.y aSin.'iy ,_ 

— ^ OU — — =:■ —il ■ ^Tapg.îy ■ 

a-^« 3e-~a Sîa.y aSiu-JyCot.îy ^3 » 

«*est-i-dire ^ 

yi— .;=(j— iï)Tang.jy î 

telle est donc l'équation du lieu géométrique de tous les points qui rés<^ 

▼ent alors le problème; et l'on voit que ce lieu, n'est autre chose qu'un« 

parallèle , menée par le point donné , à. la droite qui dlvls» L'anel* 

doniié en deux parties égales. ^ 

(•) lln'eaMrut pasainii, ai l'angle donné , au lùu à'ètttrtctiliffie , ét^iimixtiîignm 
»n çttrrilignt. Le problème , envûagé sou ce point de vue , ««« encore à résoudre. 

( VoU àet éditeurs. ) 

Ainsi 



dbyGoo^^Ie 



RÉSOLUES. 3o5 

Ainsi l'angle donné BAC ( iig. 4 ) étant de 60° , et la droite AD 1« 
divisant en deux parties ëgales ; si, par le point donné O , on mène 
Jt AD une parallèle indéfinie OK ; en quelque lieu qu'on établisse 
le point Zsur cette parallèle, la 'somme des trois distances ZN , ZM, 
ZO , sera toujours la même et moindre que si le point Z était hors 
de cette direction. - - - 1 

Il faut pourtant olïser\'i;r -que comme ^ hors des limites O et K , le 
mï'ni/nBWï n'a plus lieu que eu égard au changement du signe de quel- 
qu'une des trois distances ZN , ZMj ZO , il est nécessaire que le point ^ 
ne sorte pas de ces limites, si l'on veut, comme l'exige la question, 
que ce soit la somme de leurs valeurs absolues qui soit an minimum* ■ 

S! , analltîquement parlant , il ne peut y aToir de minhmtm , lors- 
que l'angle donné est différent de. 60^; c'est uniquement parce que 
l'analisc suppose que le point cherché peut être quèlÉonqùe -sur le plan 
de l'angle donné, et qu'elle est obligée de faire entrer en considération 
les changemens qu'entrainent,,dansles signes des distantes , leurs chan- 
gemcns de situation ; c'est parce qu'elle ne peut expi'înicrV ni'qiie le 
point cherché ne doit point sortir de l'angle donné", nî que la' sornihè 
des trois distancés doit être prise indépendam!mênl' du signe qiii peut 
affecter chacune d'elles. On conçoit en effet que , eu ^gard à ces limi- 
tations, cette somme ne petit plus décroître IndétinimCht; 'et comme^ 
d'un autre côté , elle ne saurait être constante pour todtes- (eS^sltua-t 
lions que peut prendre le point cherché saii^ sortir des limites qui lui 
sont assignées , elle doit alors être susceptible d'un minimum. Essayons 
de déterminer à quelle situation du point cherché il peut» répondre. 

Pour cela supposons d'abord que le point Z ( fig. 3 ) , au lieu d'être 
absolument indéterminé, «ôît 'âssujéti", dans sis Variations, à être 
constamment ^ une même distancç connue ZO = r du point dpnné, ou, 
ce qui revient au même , à être toujours sur la circonférence d'un cerclé 
ayant le point O pour centre et?' pour rayon j la valeur, générale de 
S deviendra alors 

S=arSin.y-t-)^i— Ct)S.ï')-f-r ■; • ''. 

Tom. 1. 4z 
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et l'on lura en oatre 

ics conditions du minimum seront don(i 

djrSin.y-+-dy(l— ^x>s.y)— o ^ 
((7— j:)d;«+(i— j')d/=:o ; 

dr 
ifânations entre lesquelles éliminant -— , on se troarera avoir, pour déter- 
miner le point Z f les deux équations 

(«—^j;)'+(J— /)'=:/* , i— y=(tf— j:)Tang.jj' . 

Ainsi , le point Z se trouvera à l'intersection du cercle décrit du point 
O comme centre , avec r pour rayon y et de la parallèle menée , par 
sou centre f à la droite qui divise l'anj^le donne en deux parties égales; 
ie problènte. aura donc analitiquement deux solutions; mais la situa- 
tion du point Z la plus voisine du sommet de l'angle donné sera la 
•eule admissible^ dans l'hypothèse que nous considérons ici. 

Cherchons , dans cette hypothèse , ce que devient l'expresàon de 
& Les deux équations qiû doiveiit déterminer le point Z donnent, 
pour ce point 

aïrj — rCos.iv , y=:f— rSin-îy j 

d'un autre côté ^ la valeur de S .peut Être émte atn^ : 

S=r-l-arSin.^yCo5.Jy-f-3j'Sin.'îi' } 

•n Rura donc , ta substituant et réduisant , . 

Sï=3Sin.fj-(flCos.J>-'-t-iSin^')H-/-(i— aSîn.y) . 

§1 «ctoellement nous supposons iju'on rende à r son indétermîna— 
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don primitive , notis remarquerons que, la première partie Je ta valeur 
de S étant constante , cette somme décroîtra dans le même sens que 
r ou en sans înTerse, suivant que i — ^^.r sera positif ou négatif 
c'est-à-dire, «uiyant qu'on aura 

y<6o* OU y>6o''. 

Ainsi, suivant que l'angle donné sera plus petit ou plus grand que 
60* , il y aura de l'avantage \ approcher ou i éloigner le poiirt 
cherché du point donné % d'où on peut déjà conclure que ,. lorsque 
l'angle donné est moindre que 60* , il faut que le point cherché se 
confonde avec le point donné , ce qui réduit la hranche de route ZO 
à zéro, comme on le voit ( fig. 5 ). 

Mais il faudrait bien se garder de conclure de ce qui précède que , 
lorsque l'angle donné est plus grand que 60" y il faut que le point 
Z se confonde avec le point K ( fig. 6 ) où AC est coupée par la pa- 
.rallèle menée du point O à la droite AD qui divise l'angle donné en 
deux parties égales. Tout ceci, en eflet, est subordonné à la suppo- 
sition que le point cherché doit être établi sur OK ; et , s'il est Vra^ 
qu'il serait plus- avantageux de le- mettre tsL K qu'en tout autre point 
entre O et K , s'il est vrai aussi qu'il convienne mieux de le placer sur 
OK que hors de sa directibn à une pareille distance de O4 on con- 
çoit qu'il pourrait bien y atoir , entre K et A, une situation du point* 
cherché où !e désavantage résultant de sa déviation de la direction 
OK se trouverait plus que . compensé par une plus grande, distance 
du point O. Poor lever cette difficulté . proposons-Kous le problèma. 
suivant : 

PROBLÈME. Un point étant donné entre tes côtés d'un angle' 
connu ; déterminer , sur 'l'un des c6lis de cet angle , un nouveau point 
dont la somme des distances à l*autre càté et au point donné soit 
un minimum f 

Soit BAC ( fig' 7 ) un' angle donné , ' et O un point donrié entre 
les. côtés de cet angle, il s'agît de trouver,sur le côté AC,.un point 



v Google 
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2 tel qu'en le joignant au point O par la droite ZO et au côlé AB 

par la perpendiculaire ZN, on ait ZO+ZN=^m«KHm. 

Solution. En adoptant les mêmes. conventions, et .dénominations que. 
ci-dessus, et faisant S = ZO+ZN , la valeur de S .p»rticùlière à la ques- 
tion présente se déduira de sa valeur générale en y faisant^=oi oa 
aura donc 



S-=jrSin.H-/(«— •^)*+*' i 



égalant' ensuite -— à zéro , il tiendra 



Sin.y — - 



VC'>-«r-H'' ■ 



a — 3:i=iTaDg.y 

équation qui', combinée avec l'équation J'=0 qui Convient an point 
Z , peut prendre cette forme 

le. point Z n'est donc autre claosc quer l'intersection de AC skc une 
perpendiculaire abaissée «urABd'un point.dont lés ooordoniî^ès sont 
a. et— 2. . '•■'.■ i '■ ! ,. ,. t ■ 

r Oa conslraira donc oomme;!! «ui^ ;: en 'abaissera du point "O sur 
ACiXé perpendiculaire- QË .que rtui'.prokitigera eu-delà' du- poiut Ë 
d'une quantité EF=:EO ; a!»aîssant alors du point F sur AB ia per- 
pendiculaire FN coupant AO en 7f , .on. aura ZOrf-ZN=:ff7//7/m«m , 
comme U est facile de ^'ei^.'assui^r mr. d«s-considétatipns giojné- 
triquc^i 4«- manière, que le pojut Z serii le ,poiçt çljerché. . 

Toutes les fois donc ( fig- 6 ) qu'on aura Ang.OKC;>Ajag-NK.A 
(et cela arrivera toujours lorsqu'op aura Ang.BAC> tlu" ),le point clier- 
cbé- devra être situé entre K et. A, et construit comme il vient d'être 
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expliqué ( fig. 7 ), «n sorte que ZM sera zëro. II y a cependant de* 
exceptions que nous allons expliquer. 

Soient toujours BAC (fig. 8 ) l'angle donn<! , et O le point donne , 
et soit: m^né AO ; si l'on a Ang.BACH-Ang.0AC = 90'', la construc- 
tion expliquée ( fig. 7 ) fera tbmber le point cherché en A ; de manièi-e' 
que les deux distances ZM et ZN s'éranoiiirontf 

Si l'on a ( fig. 8 ) Ang.BACH-Ang.0AC>9o'' , la construction expli- 
quée ( fig. 7 ) fera tomber le point cherché sur le prolongement de AG 
au-delà de A; maïs , comme alors la distance ZN deviendra négative, 
Cette solution ne pourra être admise ; il faudra donc , comme dans 1» 
«as précédent, laisser le point cherché en A. 

' Si cependant , dans ce cas , l'angle OAB est obtus ( fig. g ) , le point 
Z dc\Ti être établi à l'intersection de AG a-rec la perpendiculaire ON" 
abaissée du point O sur le prolongement de AB au-delà de A. Alors , 
ZM seulement sera nul , et ZN tombera hors de l'angle BAC 

Pésumçns présentemt^nt les di/Térens cas que nous venons d'analjser. 

i." Si l'angle BAC , formé par les deux canaux , est moindre que ,6q* 
( fig. 5 ) , les deux ponts devront être les pieds M et N des perpendi- 
culaires OM et ON abaissées de la ville sur leurs directions ; ces per- 
pendiculaires elles-mêmes seront les directions des routes qui devront 
unir la ville aux deux ponts , et dont la longueur totale ^ra 

z(aCos. 7 >-!t-3$in. -, )-)Sin. ; y, 

3." Si l'angle BAC , formé par les directions des deux canau:^, 
est de 60" (fig. 4 ) ; en faisant passer par la ville une parallèle OK 
à la droite AD qui divise cet angle eu deux parties égales, et prenant 
arbitrairement sur cette droite un point 2 outre O et K, les ponts- 
pourront être établis aux pieds M et N des perpendiculaires abaissées .' 
du point Z sur les directions des canaux , et cés perpendiculaires avec ' 
la 4roite_ZO çeront les directions des branches de route jjuî ioîadronfr- 
la ville aux deux ponts. La longueur totale de la route à construire 
aura encore ici pour expression , conime dans Je premier cas., . 
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a(flCos.|y4-tô>n'r>-)S''"'^»' > 

et, comme on pourra établir le point Z en O ou en K, on poum 
rendre nulle l'une des deux branches de route ZO et ZM. 

3." L'angle BAC, formé par les directions des canaux, étant plu» 
grand que 60" i si la situation O de la ville est telle ( fig. 8 ) que 
l'on ait Ang.BAO+-Ang.0AC<9o'> (') ; il faudra ( fig. 7 ) aWisser 
, du point O sur AC la perpendiculaire OE que l'on prolongera d'un» 
quantité EF=EOî abaissant alors du point F sur AB la-perpen(B- 
culaîre EN , coupant AC en Z , les ponts devront être éublis en N 
et Z , et on communiquera de la ville à l'un et à l'autre , par le» 
routes OZ et ZN , dont la longueur totale sera 

«Sîn>y-+-£Cos.y ; 

de mani^ que ZM sera nulle. . . 

4." L'angle BAC étant toujours ' plus grand que 60°; si la ville 
est tellement située ( fig. 10 ) que l'angle BAO soit droit , ïl ne fau- 
dra qu'un pont unique , lequel devra être établi h l'intersection A des 
deux'canaux , ou, si cela es^ impraticable , les deux ponts devront 
Ctre établis le plus proche de A qu'il' se pourra, ZM et 21N seront 
alors nuls, et la longueur de la route unique OA sera 

5.* KnHn , si la ville est tellement située ( fîg. 9 ) que l'angle BAO 
soit obtus , en abaissant du point O sur le prolongement de AB la 
' perpendiculaire ON , coupant AC en Z ; les points Z et N seront ceu« 
où il faudra établir les deux ponts ; ZM sera alors nulle , et ZO et 
ZN ne formeront qu'uR« droite unique ON dont la longueur totale sera 



'(•) On «uppoM, daru ceci, que le cAlé AC de l'angte BAC est cdui duquel I* 
p<Mot O w trouve le f ku Toitin. 
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Au 9urpIuS' si , dans ce cas , on ne trouvait pas convenable d'ëtablîr 
un pont sur le prolongement du canal AB au-delà de À , on se con-* 
formerait alors i la solution du cas précédent (*). 



Démonstration dit théorème énonce à la page 2Z2 de ce 
volume , et de- quelques autres propriétés du quadri- 
latère ; 

Par MM. Rochat , de Staikvuj^e , Lhuilier , Vectek , 

TeDENAT f liEGRAlO) , FauQUIER > tttC. , CtC. 



,1 ik vérité de ce théorème s'aperçoit sar-le-champ , en considérant 
que , si l'on imagine quatre masses égales situées aux quatre sommets 
d'un quadrilatère , les trois droites qm joindront les milieux des côtés, 
opposés et des deux diagonales , devant également contenir le centre de 
gravité de tout le système , devront nécessairement se couper au mémo 



(*) Tout ce qui vient d'fitre dit prouve q^un problème dmple y en théorie > peut 
■ouTent te compliquer , lorsqu'il a'agil d'en obtenir tine ujtition applicable à la pr^ 
tique ; et ce , à raison de certaine* conditions et Uniitations qu'on pourrait appeler 
en quelque sorte > extra-analitîque , parce quelles ne peuvent Être exprimées par de> 
fornuiles d'atgèbrs: conditions qui s'opposent k ce que les quantités cherchées soient 
•ouimses ji la loi de continuité. ' 

Ceux qui écrivent pour les jennei-gens , tot^urs portés à envisager les quesiiona 
de'géomjlrie et 3'analise d'une manière trop abstraite, feraient sans doute une choi* 
Utik) jMt leur ofl&ant quelqueibîa dea modil» de solutions de ce genre. 

_ ( New dts iàiUun. ) 
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point. C'est par cette considération que les rëdacleurs des Annales 
avaient été conduits à la proposition dont il s'agit ici , et elle prouve 
en même temps que le point d'intersection des trois droites est leur mi- 
lieu commun ; on peut aussi paneiiir à un semblable résultat, en 
considérant le quadrilatère comme la projection d'un tétraèdre (*), 
On voit de plus, par là , que le tbeorème s'applique au quadrilatère 
gauche comme au quadrilatère plan ; on voit enfin qu'on pourrait lui 
donner une beaucoup plus grande généralité , en supposant appliquées 
aux quatre sommets des masses inégales de signes quelconques. 

MM. de Stainvillc et IJiuUier sont parv£nus à démontrer le théo- 
rème par des considérations à peu près semblables. M. de Stairu'iUe 
a supposé quatre forces égales et parallèles, de directions (juelconques, 
appliquées aux quatre sommets du quadrilatère , et ÎJ a observé que 
le. centre des forces parallèles se trouvant à la 'fois sur les' milieux 
des droites qui joignent les milieux des côtés opposés et sur le milieu 
de celle qui joint les milieux des diagonales , ces trois milieux doi- 
vent nécessairement coïncider. 

Quant à M. Z^a///'tfr , sa démonstration ne dlilere uniquement de 
celle do M. de StaimUle que, par les termes dans lesquels il lexprime ; 
c'est-à-dire, qall substitue z^x centre des farces parallèles le centre 
des moyennes distances des sommets du quadrilatère. 11 ajoute au 
surplus à sa démonstration cette remarque générale que , dans tout 
polygone d'un nombre pair de côtés , les centres des moyennes dis- 
tances des ciijtcs alternatifs et le centre des moyennes distances de tous 
lès' sommets coîncidtnt. 11 remarque encore qu'en général, toutes les 
manières de déterminer le centre des moyennes distances d'un système 
de points , compris dans un même plan ou situés d'une manière quel- 
conque dans l'espace , doivent conduire à un seul et unique point, 
soit qu'on prenne les points du système deux \ deux ou trois \ trois 
ou quatre à quatre ou...,, ou de plusieurs de ces manières combinées 

(*) VoycE , sur cela , la Corretpandantx sur l'école polyltchn'çue , a,* vol. n.* ti, 
pag. 96. 

entre 
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entre elles , en sorte cependant que ces points soient pris chacun une 
seule fois ou un même nombre de fois. 

M. Tédenàt , qui n'a pas jugé ce théoiime indigne de son atten- 
tion , en a donné une démonstration purement géoiniïtiique, dans la- 
quelle il s'est exactement rencontré avec M. Vecten , professeur de 
mathématiques , spéciales au lycée de Nisraes ; M. de Stainville s'est 
aussi rencontré avec M. Legranà , professeur de mathématiques à St- 
Brieuz , et M. Fauquier , élève du lycée de Nismes , dans une aulre 
démonstration qui ^ en changeant les diagonales en cotés , et vice versa , 
rentre dans celle de MM. Tédenal et Vecten. 

Voici à quoi se réduisent , pour le fond, ces diverses démonstrations. 

Soient AB, BC , CD, DA , ( %. 11,12, i3) les quatre côté» 
consécutifs d'un quadrilatère , plaa ou gauche , et soient G , H , 1 , K , 
leurs milieux respectifs. Soient de plu» AC et BD les deux diagonalea 
du quadrilatère ; soient £ , F leurs milieux } soient joints ces milieux 
par une droite £F ; et , sur cette droite , comme base commune , soient 
construits des triangles ayant leurs sommets en G, H, 1, K. Il est 
aisé de voir que ceux de ces triangles qui auront leurs sommets aux 
milieux de deux côtés opposés , auront leurs càtés adjacens à la base 
parallèles , chacun à chacun , comme parallèles à un même côté du qua^ 
drilatère ; ces triangles seront donc semblables , et de plus égaux , 
comme ayant hase commune j les figures GI et HK seront donc de» 
parallélogrammes ayant £F pour diagonale commune; les diagonales 
GI et HK (*) devront donc avoir leurs milieux sur EF et couper 
celle-ci à son milieu % les trois droites £F , GI , HK auront donc leurs 
milieux au même point ; ce qui est le théorème proposé. 

Un Abonné est parvenu à la démonstration du théorème , d'une ma- 
nière fort simple, en considérant ( fig. 14, i5, 16 ) que les milieux 
consécutifs E, G, H, F,I, K, t;nt des côtés que des diagonales , 
•ont les sommets des angles d'un hexagone de la nature des poly- 



(*) On n'a point laeai ces dîagoiutet , duu la crainte de rendre les figores trop 
conTuiei. 

, Tom, I. 43 
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gonos appeMs symétriques par quelques auteurs (*) , c'est-à-âîre , des 
polygones dontle nombre des côtés est pair, et les côtés opposés , égaux 
et parallèles. On sait en effet que , dans de tels polygones, les diago- 
nales qui joigTiCnt les sommets des angles opposés , lesquelles , dans 
le cas présent , ne sont autres que les trois droites du théorème , ont 
toutes leurs milieux au mâme point. 

Enfin M. Rachat , professeur de navigation à St-Brieux , en trai- 
tant la question par l'analise, et en considérant un quadrilatère com- 
plet , est parvenu k un théorème assez remarquable que nous allons 
faire connaître , et que nous démontrerons ensuite brièvement. 

Rappelons-nous auparavant que tout quadrilatère complet , qui n'a 
point de côtés parallèles, ayant trois diagonales qui peuvent être prises 
deux à deux, de trois manières différentes , il s'ensuit qu'un tel qua- 
drilatère est toujours formé de tr«is quadrilatères sîmjdes. 

Ainsi, par ejiemple , dans le quadrilatère complet de la figure 17, 
on trouve les quadrilatères simples 

h/i^Wk' K" , dont les diagonales sont A'B' , k."^' \ 

A B''B A^'A , dont les diagonales scœt K'fW' , A B , 

A' B B/ A A' , dont les diagonales sont A B , A' B' . 

Cela posé , en appelant centre d'un quadrilatère simple , le centre 

des moyennes distances de ses sommets , voici le théorème de M. 

Rochat. 

THÉORÈME. Dans tout quadrilatère complet , 

i.** Les milieux des diagonales sont tous trois sur une même ligne 

droite. 
■ a." La droite qui contient les milieux des diagonales contient aussi 

les centres des trois quadrilatère^ simples , en sorte que ces six points 

sont sur une même ligne droite* 

. 3.** Enjin , la distance entre les milieux de deux quelconques des 

(*) Vojres les ÉUmeiu de LacaîUe, éditions de Mvie, 



dbyGoo^^Ie 



RESOLUES. 3i5 

diagonales est âouhh de la distance entre les centres des deux qua- 
drilatères simples auxquels ces diagonales appartiennent. 
Démonstration* Soient faits ( hg, 17) 

Soient M , M' les milieux respectifs des diagonales AB , A'B' ; par 
ces deux, points soit menée une droite coupant K"W en M''^. 

Soient pris le point K" pour origine des coordonnées , la droite A"A 
pour axe des x et la droite A''B pour axe des y. 

L'équation de BA' est h x-\-a'y^a'h , 

L'équation de B'A est h'x-\-ay=iah' \ 
les ëquatîons du point W sont donc 

Bfl'Ci — JO B}'(<»— «0 

ai— a* ' •' ab^-aff 

On a ainsi 

pour l'équation de A'^B'', aa'(]t~V^^iyia^a^x, 

Les équations de M sont x—~a , ^=r^ > 

Les équation* de M' sont *=;«' , y—z^ ï 

on a donc 

pour l'équation de MM' , 2(a—a^y-~-2(B—^)x=ai'~èà'* 

Combinée arec celle de h.'^' ^ elle donne pour les équations de M''' 

~a(oi — o'iO * •'"~2{«i — a'b') ' 

les coordonnées de M'** sont donc respectivement moitiés de celles â« 
B^' ; le point M^' est donc le milieu de A^W^ ; ainsi i .** les milieux 
des trois diagonales sont sur une même ligne droite. 

Soient C , O, C" les milieux respectifs des trois distances WM^' , 
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M^'M , MM' ; ces points C , O , C" seront , d'après ce qui a éU dit 
précédemment , les centres des trois quadrilatères simples ; donc 2." 
ces trois centres sont en ligne droite avec les milieux 4m trois dia- 
gonales. 
On a 

M'M"=M M"— M M'=2M C— aM C"=a(M O— M C")=aC'&' , 
M"M =M' M +M' M"=aM'C"+aM' C =2{M' C"+M' G )=aC"C , 
M M' =M"M — M"M' =aM"C' — 2M"C =2(M"C' — WC )=iC O . 

Donc 3.° la distance entre les milieux de deux çuelcon^ues des 
diagonales est double de la distance entre les centres des quadri- 
latères simples auxquels la troisième diagonale est commune. 

Dès que M. Vecten a eu connaissance du théorème de M. Fichât » 
il en a démontré la première partie comme ÎI suit : 

Soient AC , BD , F£ , ( fîg. 1 8 ) les trois diagonales d'un quadn- 
latère complet, et G, H, I leurs milieux respectifs. Soient joints ces 
milieux par les droites GH , HI. Par les points G , H , l , C , soient 
menées à AF des parallèles se terminant it AE en C, H', i' , C'j 
soif enfin menée à AE , par G , une parallèle se terminant ^ II' ea 
K et coupant HH' en lu 

Cela posé , on a , i cause des parallèles , 

AF.Ca:: AD;DG' , AB : CC :: AE : EC j " 

donc " > ' ■ 

AF-CC':AD— DC/::C<y:DC, AB— CC: AE— EC;: 0(7 : EC; 
ou encore 
(I) AF-C(y:A(y::CC':DC', AB-CG': AO :: CC:EC ; 



dbyGoo^^Ie 



HÉSOtUES. 3i7 

_ 2(11'— G<V)=AF— ce , 2(HH'— GC')=AB— ce , 

3(AI'— AG')=AE— AC . a(AH'— AGO=AD-AC' ; 

•u encore 

2 IK= AF — CC' , . 3HL= AB — CC 

3GK=EC , aGL=DC' 

donc 

(II) IK:GK.:AP— COrEC , HL:GL::'AB— CC: DC 

Multipliant les proportions (I) par les proportions (II), en suppri- 
mant les facteurs communs aux antécédens y il viendra 

IKiACxGK:: CC:DCxEC, HL; ACXGL::CC;DCXEC; 
d'où on conclura ^ à cause du rapport commtm , 

IK. : AC'xGK :: HL : ACxGL i 

BU simplement . . _. 

nC:GK::HL:GL; ' . 

fe qui dëmontrc «jue Içs trois points O , Hj l, sont jur one mém* 
ligne droite! 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 
L 

CjONSTBUlHE nn triangle qui soit igal "k un triangle donn^ , et demi 
les côtis , prolonges, s'il le faut , passent respectiTement par trob points 
donnés ? 

n. 

Construire un triangle qui soit ^gal ^ un triangle donne et dont 
les sommets soient respectivement 'sur trois droites données (*) ? 



(*> Ces problèmes , qu'on peut généraliser en substituant à un triangle un 
poljrgone quelconque , peuvent Être renfermes dans ce seul ënonctï : Construire un 
polygone de m côtés , dont les côtis , prolongés s'il est nécessaire , passent rts- 
pteiivement par m points donnés ou dont les sommets soient reipectipemenl sia 
n droius données ? 
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LETTRE 

De M. KïiAMP , professeur doyen de la faculté des 
sciences de l'académie de Strasbourg , aux rédacteurs 
des Annales. 



Messieurs , ... 

•J E m'empresse de relever ane fausse assertion <çit , par inadrertance , 
j'ai laissé subsister dans mon mémoire sur les fractions^continues pèrio- 
àitjues , et dont , toutefois , je ne croU pas devoir rougir , parce qu'elle n'a 
point été aperçue , même par vous. 

Je me suis occupé ( page 283 ) de la solution en nombres entiers 
de l'équation i \y* -+- 49 =^ ■^* J'ai trouvé pour y les valeur» 
o, 21 , 420 , 8379 , .... et j'ai donné cette série pour compleite. 

Elle est prodigieusement loin de l'être. I^e fait est qu'il existe , 
pour les valeurs de y et les valeurs correspondantes de x , les trois 
séries qui suivent ^ et qui sont parfaitement indépendantes entre elles : 

première série de y : 4 > 85 , 1 696 , 

première série de x : 1 5 « 282 > 562& , 

seconde série dey : 5 , io4 » 2075 , 

seconde série de j: : 18,, 345 , 6882 , 

troisième série de y : 21 , 420 , 8379 , 

troisième série de ;r : 70 , 1398, 27790, 
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La suite de mon mémoire répandra du jour sur cette matière 
elle lèvera les doutes qui pourraient subsister ; elle donnera à ma 
méthode une généralité dont elle a été dépourvue jusqu'ici , aussi 
bien que la plupart des méthodes connues ; elles n'ont ordinairement 
donne que des séries fort incomplettes , et que cependant on avait 
regardé comme completteS. Je vous prie de donner de la publîcilë, 
à ma lettre , afin d'elTacer l'impression défavorable que ma méprise 
pourrait occasioncr , si on la laissait subsister. 

Vous recevrez de moi , sous peu , un autre mémoire sur les intè- 
erations numériques •,)'y ferai voir que toute difTérentielle quelconque, 
dont les coeJKciens sont des nombres , peut toujours étr;e intégre» 
par des séries que Ton peut rendre convergentes à volonié. 

J'ai l'honneur, etc. 

Strasboui^ , le 9 mars 1811. 
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AN ALISE. 

Exposé dune méthode propre à faciliter téUminaliort , 
dans les équations des degrés supérieurs ; 

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des science 
^e l'acadéoiie de Strasbourg. 



I. HiN nous proposant l'équation* générale du degré n, nous la prë^ 
senterons , pour la commodité du - calcul , sous la forme 

a B-i n-i n-l it-4 

(N) 'ir=''r+Ar+o'+'<r-!- 

Si on la multiplie y de part et d'autre , par xy , en mettant pour| 
xy , dans le second membre de l'équation résultante , sa valeur don- 
née par l'équation même ^ elle deviendra 

a+i n'J »-> - (T-l 
f.y = (aa~\-?ii)y -^ab+M')y -{-(ac-^rJ^ + 

iêqaaticn que » pour abréger , nous écrirons ainsi 

B+i n-i n-l ■-) n-4 

*'r = ay -\-b'y +(^y r\-d'y + ...... 

Multipliant encore de part et d'autre par \y ^ en mettant toujours 
pour y-y" t dans le second membre, la valeur donnée .par la proposée, 
elle deviendra 

■4-» o-i «-» --1 

>?y ~ C^w'+OOr +(Afl'4-w/)j -h((rfl'4-?Or + 

En continuant de même , on parviendra à donner Jl toutes les puis- 
sances de y supérieures à y", des formes pc4yndmiales parfaitement' 

Tom. l. 44 
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analogues ^ celle de cette dernière puissance ; et si , poilr abroger, on 

fait 



>.]r=a y+b y+c y+. 

n+l n-l n-t B-] 

\'y = a' y +l'y +ci y + . 

»t" "■■ »-■ »-l 
>}y = a'iy +b"y +c'<y + . , 



•n parviendra à trouver les valeurs littérales de tous ces coefficteoi 
au moyen de l'algorithme fort simple que voici : 

b'=^ba+>x , 



pour y'^* 



pour y^ 



V'=bai-\->xf , 



pour j"'*"' 



pour y 



' a"'=iia"-i-it" , 

yi'X^'ba/'+Kc" , 

c"'=ca"+Ml" , 

,^^ j i"''=ba"'-hu'» , 
I c"''=ca"i+\d"i , 



. 2. De ces séries on en peut déduire d'autres \ Vaîde desquelles 
•Jiacun de ces coeiSciens pourra être im.médiatement déduit de ceuL 
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qui le précéderont dans la même série. On trouve d'abord , pour la 
«érie des coeiBcicns a' , a" , a"' 

a' z^aa -f-xi , 

fl// =zaa^ •+'Xba -\-\*c , 

fl/// =zaa// +xia/ +xVfl +aV , . 

aW/=dtfW+xAa'/+xVû'-hxV<i-(-xV, , 



ainsi les coelHciens « , «' , a" , a'" , , forment une série rëcur*- 

rente dont l'échelle de relatioo est 

a , xi y xV , aV , î 

de manière que la série indéfinie 

a-\-a^x+a"x*+a"^x^-^ 

est le déreloppement de la fraction suivante : 

a+\bx+?,*ex^\idx^ 

On trouyera de même , pour la série des coefficiens i', J'', i"',-, 
l" s: ah' +Xi3 +X'</ , 

ainsi les coefficiens h, h' , h" , h"' , , forment une série récur- 
rente dont l'échelle de reIati<Hi est ta même que ci-dessus ; en sorte 
que la série indétinie 

H-*'-H-i"^'+*''"**4- 

«st le déreloppement de la fraction siùvante : 

x—ox — Ai*»— Â'ca:* — h^iixi— ....' 

Lu .coeflîcîeiu c' i ^' ^ c"'\:,,<.,t auront les valeurs littérales qui- 
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suivent : 

c" ~ac' ~i-xèc +^'^ , 

£/'/ = ac" +xjf / -\-x'cc ■+■>■'/ , 



tes valeurs forment encore une série récurrente ayant même ëclieUe 
de relation que les précédentes , en sorte que la série indéfinie 

est le développement de la fraction 

1 — ox — A^Jc' — A»c±3 — X Vx< — 

et il en irait absolument de nifime pour li!S autres série» de ■valeun 

irf, (/', d'f , à'" ^ ; e, e' y e" ^ e"' ; 

3. Qu'on ait présentement , outre l'ëqualion ( N ) du degrë n , une 
3utre équation ( M ) , aussi en ^ » mais d'un autre degrié (juelconqut 
m j supérieur à n ; en mettant dans cette dernière , pour 

r » y ' y r * 

les valeurs de ces puissances déduites de la première , par le procéda 
très-siniple que noua venons d'exposer \ elle ne sera plus que du de- 
gré n — 1. On aura donc, à la place des proposées, deux équations 
des degrés n et n — i qui, en leur appliquant le même procédé, en 
feront trouver une nouvelle du degré n — 3 ; en poursuivant donc dtf 
la même manière , on pan'iendra enfin à une équation du degré £éro J 
ce sera Inéquation de condition qui devra exister entre les coefficîens 
des deux équations proposées, pour qu'elles puissent subsister ensem- 
ble (*) ; c'est-à-dire, pour qii'Jl y ait un facteur commun entre -elles. 

(*) Ce sera CQnsëc[ueniinenl IVijiiHtion finale , «i hu coel&ùeiu de« deux praj»- 
•eei tant dea fonclione d'uhe inconnue autre que j-. 

• ( IVaff d*i iditiurt, }, 
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Sur quoi il est nàiessaire d'obsfirver_ que si , avant d'arriver 1 cette 
équation du degré zérq , on .en rencontre une dont tous les coefii- 
cjens «oient zéro , celle qui la précëdera sera facteur commun aux 
deux proposées , indépendamment de toute détermination de leurs coeffî- 
ciens. 

4. La question se trouTant réduite , dès la première opération , 
ainsi qu'on vient de le voir , à éliminer l'inconnue y entre deux 
équations dont les degrés ne différent seulement que d'une unïté , 
nous allons examina ce cafl-_ en particulier » et présenter , comme 
modèle , les deux équations 



o^Ay -^By -\-Cy -^Dy -\-Ey + . 



o—ay-^hy + cy^dy-it-ey^- 

Appliquant la méthode précédente à ces deux équations , on en dé- 
duira une troisième du degré n — 2 ; &t > si l'on désigne cette dernière 
par ' 

B-» n-ï »-4 H-i 
o=a'yJ^b^y~{-c'y~lrdy+... ., 

]es expressions littérales des coelBciens a' yh' ^c' ^4' tt^^'i.^'Mi 
celles qui suivent : 

af=ih{Ah—Ba)—a{Ac^Ca) , 

h'=^c{Ah^Ba)-^{Ad~Da) y 

c':c:d{Ab—Ba)—c{Ae~-Ea)j 
_ d'=pe{AB~Ba)~^(A/^Fd) , 



'EXEMPLE!' Déterminer le diviseur cqmmun aux deux polynômes^ 
5/— a^r-— 3y4-» , 3/*— 7^3?' 



FfiXMIÉRE OFÉKATIOM. ■ < - 

= 5y'— sy— 3H-8, 



nations données 
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^■=4-5 , ,j=+3 , ^<— Ba=— 29 , o'=+i46=2.73s 
B=—2, J=^7 , Jc—Ca=+ig, «'=+ i4=2. 7; 
C=— 3 , c=+2 ; M—Ba=—:ii ; . 

Troisième équation : o=73j'+7. 

Seconde orÉRATioN. 

' • j {°~ %* — 7Î^2 , 

ËQUalîons données : { 
' jo=73r+7.- • 

-<=+3 , <l=+73 , ^*— fl<»=+53a , «'=i438j. 
£=— 7, *=+ 7-, ^c^C<(=— i46i 
C='-i-V;' '■ 

Troisième équation : 0=1 4382. 
L'absurdité de cette dernière équation fait voir que les deux po** 
lynomes proposes n'ont point de facteur commun. 

EXEMPLE II. Déterminer te facteur commun aux deux polynômes, 
'ïy'— l7>-'4-22/+i7^'— 4ar-t-=4 . 3j-«— 22^+46)^— 3 i.H^f 
FeEMIÈEE OFËaATIQN.. 

j. . , ', (0=5/— 27^*+2=r'+"7r"— 49r+=4. 
^»°°"''"'''"'^*'=|o=3j.r_==r'+4«r-3.r + 6. 

J=+ 5, a=+ 3,'.?*— soi— 29, <i'=+i46=+2. 73, 
*=— 37, l=—ii', ■^i:—<r«i=4-VS'4,i'=— 716=— 2.358, 
■ C=+32, £l=+46, JJ—Da=—io6, i:'=:4-368=+2.i84, 
2?=+i7 , </=— 3i, Ae—Ea^-^i-]'} , </'=+ •42=4-3. 31 . 
j:=_49, «=+ 6;:Af~Fa!is: — 7a; 

J=+24;. • ; ... , :. . 

Troisième .itpiaiion^: o=73/'— 3j8/*4-i84^ai.' 
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Seconde opération. ' ' ' 

Enuatwns données :l ■ ^ ■ •' » 

A— -II- 3,0=4- 73, ^*— Jîa=+ 532,a'=-4-i4383=+i4382.i, , 
J=:_j2,}=_358,^<;— C<i=— j!8oG,*'= — 71910=— 1^382.5, 
C=+46,<:=+i84,--<.*—B<i=-+-23a6,<^=4-43i46=— 14382.3.. 
Z)=— 3i,^=+ 2iM«— •E''=— 438; 

.£=+ 6; 

Troisième équation: o=y'— 5^+3. 

Troisième opération. 

(0=73^— 358j'*-Hi84f-l-3i,, 
Equations données :{ 

(0= j-"— 5jr+ 3. 

^=1+ 73, i7=+i , v*i — 5«=- — 7 , fl'=o, 
a=— 358 , *=— 5 , ^£— Co=+35 , i'=o. 
C=+i84, £=+3; A<l—Du=—2.i ; 
D=+ 21 j 

Troisième équation : o^o. 
Cette rfqHation identique , = , nous apprend donc quey-^-5y+3 
>st le (tiviseur„ comibuD des deux- polynômes proposés. 

5. La recherche du facteur cojiunun k plus élevd » entre deux poly- 
nômes proposés , conduit à la détennïnatton des racines égales. Dans 
mon Arithmétique universelle ( page 268 ) j'ai démontré le théorème 
gén^I quisiiît: Si Ton désigne par X' k commun ài'vbeur le plus 
élevé -entre le' polynôme X' et S'a première dérivée I)X ; par X" le 
commun diviseur Je plus élevé entre X' et sa première àérivé'e'UrL' \ 
par Xf" le commun diviseur le plus élevé entre X'' et. sa première 
dérivée DX^' , et ainsi de suite.} le, produit des facteur s. Mmp}^ 

4e X sera-^~\ celui des facteurs doubles - v ^T" î celui' des^agteurs 
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triples ^ ; et ainsi des autres , de mamère qu on aura 



-(^)(^)-(='y- 



Nous allons appliquer le théorème , aussi bien que la m^tbode , aa 
-polynôme proposé dans l'endroit que nous venons de citer , et qu'il 
serait bien difficile de décomposer , en y employant les méthodes or- 
dinaires. 

EXEMPLE. On propose de âèterminer si te polynôme 
jr=j->-|-;!y'+j'+6y'-)-7,->—2j-;-(-3y+2^— 1.^-8 
û des facteurs égaux i et ^ au cas qiiil en ait de tels , de les mettre 
en évidence ? 
On a ici 

DX=ay'+i%-'+7y«-4-3G)''-l-35y'— %'+9y"-(-4y— la j 
•e qui donne lieu aux opérations suivantes : 

Première ûpératios. 
éi!ualions\°~ ^■'" ''^'+ •'""'" ''■'''+ 7/— 2r*+3r'+2y— 12>^8 , 

'A=-{- I, fl=-f- ^t Ah — B4= — a, «'— — i4= — 2. 7, 
B=+ 2, *=-t-i6, Ac—Ca=~- a, i'=+i48=!-H2. 74, 

■ C=+ 1 , i=+ 7, Ad—Ba=-^iS, <:'=+i8o=+2. go,' 
B=+ 6, d=+36 , Ae—Ea=—2S , </'=— i6o=— 2- 80, 
E=+ 7, e=+3S, A/—Fa=+io, (f'=4-i78=Tf-2- 89, 
.F=— 2,/=— 8,'4f— G<.=— i8,y'=-(-ic,8=-l-2- 54, 
G=+ 3, e=+ 9, Ah—Ha:=—ti, j'=— 872=— 2.436, 
H=+ 2, *=+ ^, ^j'— /s=+96, *'=_624=— 2.3i2. 
/ =—13, izz~^i2y Alt-^Ka^-\-j2i 

: K=~- 8; :■•■......, 
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SECONDE OPÉRATION. 

o=7j-'— 74r'— sor'-t-Soj-'— 8ar'— 54r'+436y+3i2. 

■^=+ 9, o=H- 7. M—Ba=— 778, <j'=+8i. 785 
£=+i6, i=— 7i(, Âc—Ce=— 859, *'=+8i. 824 , 
C=+ 7. c=— 90, ^d— jOfl=4- 468, c'=—»i. 678., 
B=i+36, </=H- 80, Ae—Ea=—ioi6, d'=+i,. 893 , 
£=+35, e=— 89, A/—Fa=— 43o, e'=+8i. .85 , 
•f=— 8,/=— 54, ^^—G«=+386i, y =—81.4428 , 
''=+ 9. «•=+436, ^^—««=+2780, j'=— 8i.3oo4 . 
H=+ 4, A=+3.2; ^<— /a =-f- 84; 
/ =—12; 

TROISIÈME OPÉRATION. 

<,//»J°^ '^'~ '''•^'~ 3°^'+ *°^*~ *5^'- ''<^+ 436^+3,2, 

|o=785j'+824r'— 678r'+8927'+i85^-_442aj'— 3oo4. 
^=+ 7 . «=+ -85, .^«— So=+ 63858, «'=+9408. 94 , , 
■»=— 74 , *=+ 824, ^c-C«=+ 65904 , i'=+94o8-ii7 , 
C=— 90, <:=— 678, ^i— £«=_ 56556, £'=+9408-117 , 
Z)=+ 80, <?=+ 892, Ai—Ea=+ 71,60, </'=+94o8-3o5 , 
£=— 89, «=+ i85 , Af—Fa=-V- 1,394 , »'=+94o8-257 , 
F=— 54,/=— 44a8, ^y-Go=— 363288, /'=-|.94o8- 46 .; 
G=+436 , j=— 3oo4 ; Ah—Ha=—2ii^2o ; 
/f=+3,2; . . 

QUATRIÈME OPÉRATION. 

Uiom j -^ = '« V+8=4r'-678j'+892y+, 85y-4428>'-3oo4 ' , 
(0= 94r'-»-ii7r'+"7r'+3o5j-'+257y+ 4s. 
Tom. 1. ^5 
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^=+ ySj , a=+ 94, ^i — ^0=4" '4389, û'=+i294o7E5'r i 
£=+ 824, ^=+117, ^tr— C<ï=+i 55577 , i'=+i 3940725-1 ," 
£■= — 678, i:=H-ii7, Ad — i?fl=-+-i55577, c'=-|-!294o725'i , 
D=+ 892, </=-|-3o5, ^^—^a=-f-i 84355, ^=H-i 2940725-3, 
£=-!- i85, <?=H-257 , 4/-— -^"^+452343 , ^''=-+-l294o735'3 , 
/■=— 4428,/=+ 46 i v<f— Ga=-|-^82376; 
G=— 3oo4 ; 

■" CINQUIÈME OPÉRATION. 

^ . ( o— 94/+I > "r'+i ' 7r^+3o5/'H-257^46 , 

' (.= y'+ y'H- >••+ 3j-+ ^ 

^=-f- 94 , o=-f-i , Ah — 5fl= — 23 , û'=ïso , 
*=4-ii7, i=-(-i , ^/!— C<j=— 23, i'=o , 
C-s.-\ 1 1 7 , f^H"' > -^^ — 13»=^23 , f'=o , 
IfcH-3o5 , d=^^ , Ae—Ea=—S'j , d'=o . 
£=+257 , «H-2 ; Af—Fii=—!fi ; 
•f=+46i 
On aura donc, pour le commun diviseur le plus élevë entre le po- 
lynôme proposé X et sa première dérivée DX 

y= y'+ y'+ j"+3H-s , 
d'oà Di'=4y'+3^"+2/+3 ; 

M qui donoera lieu aux opérations suivantes : 
Première opération. 

i 0= r'+ :r'+ r'+3/+3 , 
='iy'+3r'4-2^+3. 
A~-^i t «=+4 ) At—Ba^ — I , fl'=+ 5 , 
B=-hi , J=+3 , Ac—Cii=—!i , 4'=+34 , 
C=+i , c=+2 , AJ—Da^—g , £'=+29 . 
i)=+3 , <;=+3 j Ae~Ea=—S ; 
E=+l ; 



. , (0= 
E/juûUons j 
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Motions \ 



ELIMINATION. 83, 

Seconde opération. 

J=+i , o=+ 5 , Ai—Ba=:+iîi , <j'=+3584.i , 
S=+3 , «=4-34 , ^<v-Ca=+io6 , «'=+3584.1 . 
<;=4-3 , <-=+39 i Jd—Da= — i5 ; 
D=+3 ; 

Troisième opération. 

0=5)^+34^+29 , 

A~~^ 5 , «=+i , Ai — Ba=-^3Q , a'=o • 
£=+34 , J=+i ; Ac—Ca=—2g ; 
C=+39 ; 
On 2uia donc 

le diviseur commun le plus ëlevé entre ees jeux fonctions étant 7L'"^ ly 
d'où DA'^'^o et X""^=-i. t l'opération ae termme ici. 
Ayant donc 

X =^>+2/+yf+G/+7j.>-2j.M-3/'+2>->— I3J— 8 , 
X' =^+/+;..+3^+2, 
X" =/+i , 
X"i =y , 

X«"=y i ■ 

bn aura 
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X'" (j-H-i)' -^ 

X"A-"" _y+i_ 

ce, le polynôme proposé équivaudrai 

(j"+r-=)(>--rH-=)'(r+")'- 



QUESTIONS RESOLUES. . 

Sotîilion , AVEC LA skcLE SEULEMENT, du dernier^ 
des deux problèmes proposes à la page 263 de ce 
volume (*) ; 

Par M. Servois, professeur de matliématîques à l'école 

d'artillerie de Lafcre. 



JrROBLÈME. Soient a , è, c , ( fig. 1 . ) les traces , sur un même 
plan P , de trois directrices », |S , y , dirigées d'une manière quel- 
conque dons l'espace , et sur lesquelles une quatrième droite » se meut 
et décrit une surface gauche; soient de plus d, e, les traces, sur 
le plan P , de la génératrice y dans deux de ses positions i , f, soit 
enfin ap une droite menée , d'une manière quelconque , par le point a , 
sur le même plan P. 

11 s'agît de déterminer, sur cette droite apy le point s y autre que 
a y où elle coupera la trace de la surface gauche sur le pian P, et 
de construire , pour ce point s , la tangente à cette trace. 

Solution, i." Soit considéré ap comme la trace d'un plan (•, tf^) 

(•) On inlervcriil ici t' ordre des tolutioni , parce que ccUc-ci conduit à un princJp» 
qui sert à la démonstration de l'autre. 

( Note det éditeurs. ) 
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mené par « , et soient désignées respectÎTement par B et C les in- 
tersections de ce plan avec fi et y, 

3." Par B et ysoit imaginé un plan (B, y) , et soit désignée par 
A l'intersection de ce plan avec n. 

3." Les troia points A, B, C, sont dans les deux plans («, 0/?), 
(B, y), et par conséquent à leur intersection, qui est une position 
de la génératrice (, et qui donnera évidemment le point cherché j, 
au point de concours de la trace ap avec la trace du plan (B, y). 

4.* Un point de la trace du plan,(B , y) est évidemment le point 
* ; de manière qu'il ne s'agit que d'en trouver un second. Soient D 
le point où la génératrice j- coupe la directrice « , et E le point où 
la génératrice • coupé la directrice v ; la droite BE étant dans le plan 
(B , y) , la trace de cette droite sera un second point ,de celle du 
plan (B, y), 

S.*' Xa droite BE est dans un plan (;3 , 1) dont la trace est èe ; elle 
est aussi dans le plan (B, D, Ë) des trois points B, D, £ ; mais 
ae est la trace du plan («,•); cd est la trace du plan (y , ^), et ces deux 
plans contiennent visiblement (4*°) '^^ points D, £; donc le point 
o de concours des traces ae , cd est la trace de la droite DE. De 
plus les points B, D sont, à la fols, dans le plan («, a/?), dont la 
trace est ( 1.* ) <t^, et dans le plan (^, f) dont la trace est Id ; donc 
ils sont ^ l'intersection de ces plans ; et partant, le point p de con- 
cours des traces ap , hd est la trace de I^ droite BD. Ainsi , la droite 
op , qui joint les traces des deux droites BD , DE , est évidemment la 
trace du plan de ces deux droites, c'est-à-dire, du plan (B,D,Ë}. 

6." Donc C 5." ) la trace de la droite BE est au point y de con- 
cours des deux traces op et he ; par conséquent ( ^.^ ) le point y est 
un second point de la trace du plan (B> y) laquelle est donc cq. 

7.* Ainsi , on a , pour déterminer le point s , cette simple cons- 
truction ; parmi les points donnés , a étant le premier , e le second , 
h le troisiî^me , d le quatrième et c le cinquième ( cet ordre est établi 
arbitrairement ); joignez le 1." au 3.', le 3.* au 3.', le 3.* au 4.' 
et le 4'' aw 5.* i marquez le point p de concours de la droite ap^ me- 
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née arbitraîremenl par le premier point, avec la droite id^ qui passe 
par le troisième et le quatrième j marquez aussi le point o de 
concours de la droite ae , qui passe par le premier et le deuxième , 
avec ed qui passe par le quatrième et le cinquième ; menée 
po qui concourra en y avec eb qui joint le deuxième et le troisième 
points ; joignez enfin le cinquième £ au point ç par une droite 
c^ qui coupera pa au point s cherche. 

8." ds est la trace d'un plan ( ;■, x) qui passe par j et par une g^ 
n^ratrice x qui s'appuie sur les (rois droites /, i, ', considérées comme 
directrices. On sait que celte seconde génération de la surface est per- 
mise , et que la trace d'un plan passant par \ et t est tangente à la 
section au point s. 

g.** Soit F le point où la droite x coupe Ta droite ■. Les points D, 
F sont, à la fois, dans les plana(>,x) et («, 0» el D es*(4-°) 8"'" 
M et j; donc la trace de la droite DF est au point t de concours- 
des traces ds et a£. 

10.° Les droites DF et BD, se coupant en D^sont (fans ub même 
plan dont la trace est pi : puisque le point p est celle de BD ( 5.* ) et le 
point / celle de DF ( 9." ). 

1 1 .** La droite BF , qui est dans le plan (BD , DF) , est aussi dtes 
le plan (a» •) » dont la trace est ^«; donc la trace de BF est le point 
u de concours de pi avec èe. 

1 2.* Ainsi su est la trace d'un plan passant par s et par BF , c'est- 
à-dire , passant par les deux ctoites t et \, puisque la première passe 
parB (3.°) et par ; , et que la deuxième passe aussi par s et par le 
point F (9^^); et par conséquent su est la tangente demandée; ce 
qui fournit cette construction : joignez le point s avec un quelconque 
d des points assignés , le quatrième par exemple ; joignez s avec a 
îe premier , et J le quatrième avec B le troisième , par des droites qui 
concourront en ^; menez par le premier et le deuxième la droite ae, 
concourant en ' avec ds et joignez pi ; menez encore par les deuxième 
et troisième points la droite he^ concourant en u avec pi; alors- en. 
menant su, cette dernière droite sera la tangente demandée. 
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Rfmarquê /. LeJ constructions trouvées sont connues ; la première 
(?.**) fait le fond de l'ouvrage de BracKENRIDGE , De descrip- 
tione curvarum ( 1728 ). Mac-Laurin lui en a disputé l'invention, 
dans les Transactions philosophiques ; mais je ne croîs pas que l'on soit 
parvenu encore ^ les démontrer d'une manière aussi simple ; et même 
je n'en connais que des démonstrations d'une fatigante complication. 
Ici , au contraire , on les contemple par la vision intuitive , s'il est 
permis de s'exprimer ainsi. 

Remarque IL Les lignes ponctuées de la première construction sont 
«upposées dans l'espace ; mais , si on les projeté , d'une manière quel- 
conque , sur le plan P , elles fourniront une nouvelle construction du 
point s. En eiFet , il n'est pas difficile de voir que les points D, C, 
T t {ÇA dernier étant au concours de ap avec cd ) sont en ligne droitej 
ainsi , en prenant , i volonté , dans le plan P , les points B , D , sur 
l'arbitraire B/>, je détermine E au concours de fi^ et Do ; puis C 
au concours de Dr avec 'EàC , et BC donnera , sur ap , le point s de- 
mandé (*). 

(*) On «ait quct cinq pointe, d, b , c, J , e y cTune courbe du aecond degr^ 
étant donnés *ur un pUn P, c«ite courbe est entièrement délenminée. 

D'un autre cAté , cinq point* étant donné* sur un plan F , on peut toujouri nip- 
poMr que troit quelconque* d'entre eux , a, b, c lont lea tracea , sur ce plan , de* 
Iroî* directrices a , jS , y , et lei deux autrea d, », la tracea , sur le mfme plan , 
dedeux iltuatîont t,t, à» la génératrice d'un ^ora^o/oî'J* hjrpgrioli^uê. Si en effet 
par les points d et « , on conçoit , dans l'espace , deux droites ^ et t , non comprises 
dans un mfme plan , mais dirigées d'uUeors d'une manière quelconque , on pourra 
toujours auujéiir trois droites •, JB, y, i passer respectivement par a, b, c, et 
i reposer de plu* sur ^ et 1. Conudérant alors m,fi, y, comme les trois directrice* 
d'un paraboloïde hyperbolique , ce paraboloîde «e trouvera entièrement déterminé ; ^ 
U trace sur le' plan P, laquelle sera une courbe du «cond de^, passera par le> 
cinq points donnés ayb,e,d,t. 

On voit par-U qu'à cause de la direction arbitraire de ^ et i , cinq points de la trace 
^un paraboloîde elliptique tur un plan ne suffisent pas pour déterminer ce parabo- 
loïde ; m»s qu'ils déterminant néanmoins sa trace sur ce plan. 

Ainsi, U problème qui vient d'être résolu revient A celui-ci ! Cinif points d'uni 
^uria du Second degri ilont donnéi , »t vnt droite étant menée ariitrairtment tur 
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Autre solution du même problème ; 

Par M. RoGHAT, professeur de mathématiques et de 
navigation à St-Bi'ieux. 



J E prends le plan F pour le plan horisontal , et un plan quelcon- 
que , qui lui soit perpendiculaire , pour le plan vertical. Je me donne, 
à volonté , les deux projections de chacune des deux génératrices j' et 
t ; de manière cependant que ta génératrice i passe par le point d^ 
et la génératrice ■ par le point e. 

Je construis ensuite les traces d'un plan. passant par le point a 
et par la génératrice j> ; et je cherche les projections du point d'inter- 
section de ce plan avec la goncTatrice t. Je détermine alors les pro- 
jections d'une droite passant par ce point et par le point a ; ces deux pro- 
jections sont celles de la directrices « > je dc-lermine de la même maniéœ 
(^lles des directrices p et y. 

Mainlenaot je détermine les traces d'un pîr:n passant par la droite 

leur plan, et par P un d'eux; Jéerminer, sur lefle àroiie , Af'RCLA iti.ClE seule- 
ME.1 T,un sixième point de la courbe , et construire en autre sa tangent* en ce point ? 

On \oU en m^me tenu que l'cltc solution iuurnit implicllemml une dt^monstratioa 
de ce beau cl ïni portant tliroi'ùmc : Six points ^ueiconijues du perimitr* d'une courbe ia 
second degré étant namirotés arbilrairrmtnt i , a , 3 , 4 • ^ i (> >' >' \ est le point àt 
concours de la droite <jai joint les poiuts i et i a.'tc (elle qui joint les points 4 
tt 5 ; que H soit le point de concours de la droit* tfui joint Us points a et 3 ace* 
telle qui joint les points S *t ë ; tt qu'enfin 111 soil le point de concours de la droit* 
ifui joint les pbinis 3 et 4 ^^"^ 'celle qui joint les points 6 et i ; les trois pointa 
I, II, ï\l , seront situés sur une même ligne droite. 

On peut consulter , sur tea nombreuses cuns^<|Lience8 de ce th^rème , un Wmoîr» 
de M. Brianchtm , dans le XIII.« cahier du Journal de reçoit polytechnique. 

( Nou des idiUuri. ) 
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ap et par la directrice • ; je construis les projections horisontales des 
points d'intersections de ce plan avec $ et. y ; menant alors une droite 
par ces deux projections , cette droite , étant la projection horisontale 
d'une géndratrice située sur le plan de ap et de *, coupera ap en un 
point qui , étant sur la trace de la surface gauche , sera consétjuem- 
ment le point s cherché. 

Par ce point s on construira un plan tangent à la surface gauche» 
e.t la trace horisontale de ce plan sera la Ungente à la courhe. 

Toutes les constructions iddiquées ci-dessus se trouvant e?ipliqué«s 
dans la Géométrie descriptive de Monge , le problème peut être con- 
sidéré comme résolu. 



Solution du premier des deux problèmes proposés à 
la page 269 de ce volume , et du problème prvposé 
à la page 126 du même volume ; ' 

Par M. Servois , professeur de mathématiques à l'école 
d'artillerie de Lafère. 



Une droite et une ligne du second ordre étant assignées, j'appelle 
pôle de la droite, le point du plan de cette droite et de la courbe au-^ 
tour duquel tournent toutes les cordes des points de contact des pai- 
res de tangentes à la courbe issues des difFérens points de la droite : 
tels sont, par exemple, les points désignés par «et ^ ( page 137 ). , 

n est aisé de voir (^xi'avcc la règle seule on peut facilement trouver 
le polc d'une-droite. Soit en effet AB ( fig. 2 ) une droite située sur 
le plan de la ligne du second degré DGF£ ; par un quelconque C 
des points de -AB soient menées les deux sécantes CGD et CFË ; soit 
I le poini de concours de GF et DE ; soit H celoi de DF et EG 
et soit menée ÏH. En variant la position du point C sur AB, et ré- 
pétant la même conslcucllon , on obtiendra une nouvelle droite IH dont 
l'intersection avec la première sera le pôle cherché. 

Tom, /, ■ 4G 
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On sait d'ailleurt , acec la règle seulement , mener Jk ane courbe du 
second degré une tangente , soit par un point extérieur , soit par tin 
point pris sur la courbe (*). 

Il s'agit, d'après cela, de résoudre le problème suivant : 

Trois droites indéfinies étant données de position par rapport à 
une courbe quelcontjue du second degré , el dans un j^éme plan avec 
elle; on propose de construire, EN n' employant qvs LA BÈ- 
GLE ■ SEULEMENT , un triangle dont les trois côtés soient des tan^ 
gentes à la courbe'', et dont les sommets se trouvent sur les trois droites 
données ? 

La solution de Ce problème repose sur les considérations qui vont 
- être développées. 

-' 1.** Soit^inscrit » à une ligne du second ardre ( fîg. 5 ) , rhuagone 
Tstuxy. Je prolonge les côtés rs , tu , xy , jusqu'à ce qu'ils se ren- 
contrent deux à deux , et qu'ils formeut le triangle abc. Je mène les 
diagonales rx , ys \ su ^ tr; tx , uy , qui se coupent , savoir : les deux 
{Premières- en o « les deux suivantes en p et les deux dernières en 
^ ; je tire les indéfinies sx , ru , yt , qui vont concourir , savoir : la 

C) Soit i.° ABCD ( Gg. 3 ) une courbe du second degré à laquelle il faille mener 
une tangente, par un point extérieur P, en n'employant que la riglt seulement, 

Soient menuet , par ce point P , les deux s^cantei arbitrairei FDA et PCB ; toit 
E le point de concours de AB et DC , et soit F le point de concouri de AC et BD; 
en menant £F , coupant la courbe en G et H , ce« deux points seront les point* 
ie contact de la courbe avec lea tangentes issues du point P. ^ 

Soit 3.** ABPD ( fig. 4 ) une courbe du second degré & bquellc il faille mener 
une tangente par un point P de son périmètre , en n'emplcj-ant que la règle 
seulement. 

' Soient pris arbitrairement les trois pointa A , B , D ; soit M le point de concours 
de AD et BP ; soit N le point de concours de AB et DP , -et soit menée UN. En 
variant la situation de l'un ou de l'autre des deux poïnU B et D ou de tous les 
deux , à la fois , et répétant la même construction , on obtiendra une nouvelle droite 
MN dont l'intersection avec la première aéra un des points de la tangente cherchée^. 
( Voj'ez un mémoire de M. Brianchon dans le XIII.* cahier du Journal de tieolm 
polytechnique }. 

( VtU àtt éditeurs. } , , . 
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première avec yr en k, la seconde avec st ta l, e'I la troisième avec 
xu en 771 ; je Tnèoe ka y Ib , me qui , par leur rencontre , forment le 
triangle ABC ; enfin je tire ao ^ bp ^ et}. 

2.° Il est d'abord évident que le point o est le pôle de BC ; car 
ao est la corde des tangentes issues du point Â , et Âo serait celle des 
tangentes issues du point a ; par de semblables considérations , on s'as« 
surera que ^ et ^ sont respectivement les pôles de AC et AB. 

3." Par une propriété connue de l'hexagone inscrit \ une courbe du 
second degré, les trois points k,l,m sont sur une même ligne droite(*); 
mais ao , bp ^ c^ sont évidemment les cordes de contact des paiïes 
de tangentes issues des points A , /, m , respectivement; donc ces trois 
droites se coupent en un point unique d^ pôle de la ^oite Mm» '■ 

4.* Dans le quadrilatère tuxy , la diagonale «y-doit être divisée par 
les droites tu , xy , et/ ^ cm en segmens proportionnels (**), ou» en 
d'autres termes harmoniquement \ donc tes quatre droites ta, cq , cè^ 
cA sont des droites harmoniques qui conséquemment doivent couper 
faarmoniquement toute droite qui ne passe pas par leur point de con-* 
cours c (***). Four de semblables raisons, le système des droites ac, 
ao , ab , aC , et le système des droites ha , bp j hc , bA , sont des 
systèmes de droites harmoniques. ■■ 

5.** Soit « l'intersection de ao avec Jf, et soient désignées respectivement 
parA', A"les intersections de la même droite avec ABet AC (""**). D'a- 
bord (4°) 00 sera divisée harmoniquement en a , </, •*> A^, parles har> 
moniques ca , cq , eb , cA; ensuite la même droite se trouvera en- 
core harmoniquement divisée en a , ti , « , A" , par les harmonique» 
ba , bp f bc , bA; or quand, sur une même droite, deux systèmes 

('] Voyez , ci-desmu , U note qui termine ta première solution àa «econd pro- 
blème c pag. 335 >. 

(**) Voj'u l'essai sur ta théorie des fransversales , k la auîre du beau inëmoire 
de Caakqt iur la relation entre cinq points àans Pespace , TutonÂHE VI. 

(•") Vo^ez le m«Rie ouvrage , THto&ÈUR VII. 

(****) On n'a point dd , daru la figure, liëaigner cef points que l'on- va provrcr 
n'étra autres que te poàtt A». 
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de points harmoniques ont trois points qui coïncident, le quatrième 
point d'un système doit nécessairement coïncider avec le quatrième point 
de l'autre système (*); donc les points A' et A" coïncident et, d'au- 
tant que le premier doit être sur AB et le dernier sur AC, ils se con- 
fondent l'un et l'autre avec l'intersection A de ces deux droites. La 
droite ao passe donc par A et , pour des raisons semblables , les droi- 
tes i/) , ry doivent passer respectivement par B, et C- 

6.° Par l'un quelconque r des schnmets de l'hexagone , je ra^ne à 
la courbe une tangente se terminant en D et £ sur AC et BC; je 
mène E:r qui se termine à AB en F ; enfin je mène F/. D'autant que 
Et est une tangente issue du point £ de BC , dont le pâle est o , l'autre 
tangente issue du même point devra toucher la courbe au point s ex- 
trëmlté de la corde ro ; £F est donc cette autre tangente ; et , en la 
considérant comme issue du point F de AB, dont le pâle est a, on 
voit que l'autre tangente issue du mâme point doit toucher la couibe 
en /, extrëmitt! de la corde x^ ; F/ est donc cette autre tangente, et 
conséquemment ED et Ft sont des tangentes aux extrémités de la cordu 
ri passant par p y pôle de AC ; elles doivent donc concourir en ud 
même point de cette droite , et par conséquent F/ prolongée doit se 
terminer en D sur AC. Ainsi les tangentes aux points r , x, t for- 
ment un triangle dont les sommets sont sur les côtés du triangle ABC; 
et il est clair que -le triangle formé parles tangentes aux points j, a, y 
ÎQuirait de la même propriété. 

7.° La courbe et le triangle ABC étant donnés, si l'on demande 
de construire le triangle DEF , on voit que tout se réduira à cons- 
truire le triangle abc, et pour cela il est clair qu'il faudra i." dé- 

i") Si, en eSet, l'on a, Ji irfois, 

àa:d».-.\'a:A'» , àaid»::K"a:K"» , 

on ea conclura 

da~-d» -.Ja-.'. A'i—AV : A'a , rfa— rf, :da:: A"^— A"* ; A"o ; 
ou àa^-d»:da::om:K'a , âa-^»:dai:am:A''a ; 

d'o* A'a^A"a . 

( Note dti i^ttUN, } 
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terminer deux quelconques o et p des trois pôles o , py ^ ; 2." mener 
Ko et lAp qui donneront respectivement (5.°) les deux points a y b; 
3.° mener aè qui* en général, donnera sur la courbe les deux points 
T,s; 4*'' mener par l'un quelconque r de ces deux points une tan- 
gente se terminant en D et £ sur AC et BC, puis deux autres tan- 
gentes par les points D et £ , lesquelles concourront d'elles-mêmes en 
F sur AB> On aura ain^i une première solution du problème , et on 
dura la seconde en opérant sur le point s comme il vient d'être dît 
■pour le point r. 

ab peut' être tangente à la courbe ou ne pas la rencontrer ; dans 
le premier cas le problème n'admet qu'une solution , dans le second 
il est impossible. 

Dans le cas où les trois données concourent en un même point , Ja 
«onstructïon qui vient d'être indiquée devient illusoire , parce qu'alors les 
points o , p , f } se trouvent en ligne droite ; mais on sait d'ailleurs 
résoudre le problème pour ce cas (*). ' 

■ (*> On peut remarquer que la construction qui vient d'être indiquée est exacte- 
suent celle qu'on trouve pour le cat particulier du cercle è la page 137 de 'ce volume, et 
qu'ainsi cette comiruclion se trouve démontrée par ce qui précède. 

Oi a vu (pa|;. '123) que le problème où l'on propose i'inserire & un cercU 
vn triangle dont les cétèt passent par trots points donnés et celui où l'on proposa 
de circonscrire à un cercle un triangle dont les sommets soient sur trois droites 
données , tont tellement liés entre eiiK que la r^lution de chacun d'eux entraîne 
hëcesâairement celle de l'autre; et il est aisé de voir qu'il en est encore, de iQ£me 
lorsqu'on subsliiue au cercle une courbe quelconque du second degré. 

La solution précédente renrerme donc aussi implicitement celle de cet autre pro- 
blème : Construircy en k'emploxjnt que la hèglb seulemekt , un triangh 
dont les cêtis passent par trois points donnés et dont Us sommets soient sur une 
eourbt donnée du second degré ; problème dont la solution , pour le cas particulier 
du cercle , et sans interdji^ l'usage du compas , a occupé plusieurs illustres géomètres. 

La construction qui répond à ce dernier problème devient illusoire Jlorsque les 
trois points donnés sont en ligne droite , parce qu'alors les droites dont iU sont let 
pôles se coupent au inéme point. Si alors on suppose que la courbe est un cercle , 
on tombe sur le problème de Pappus. ( Vojeï ses collections mathématiques , livra 
VII , Prop. CXVU , Prob. XI ), t Note des éditeurs. ) 
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Autre solution du même prohième ; 

Par M. R-bcHAT , professeur de mathématiques et de 

navigation à St-Biieux. 

lii NONCE. AB , BC , CA ( 6g. 6- ) ëtant trois droites inclëBnies , dou- 
nëes de position, sur le plan d'une courbe du second degré SXYV^oi 
propose de circonscrire à la courbe , en n'employant çue la règle seule^ 
mirn/ , un triangle dont les sommets soientsur les côtés du triangle ABC 

Construelion. Par l'un quelconque d des points de l'un quelconque 
AB des côtés du triangle ABC , soient menées à la courbe ïes trois sé- 
cantes arbitraires def , dgh , dkl ; soit m le point de concours de 
fg et he ; soit n le point de concours de kh et g/, et soit menée 
mn; en variant la situation du point d sur AB, on obtiendra une 
nouvelle droite mn coupant la première en quelque point; soil'Oœ 
point. Soit ensuite déterminé, par une semblable opération , un point 
P qui soit par rapport à AG ce qu'est le point O par rapport ^ AB (*). 

Par C et O soit menée une droite se terminant à AB en Q ; soit de 
même menée par B et P une droite se terminant à AC en R ; soit en- 
suite menée QR coupant la courbe aux points S et T. 

Par S et P soit menée une droite se terminant d'une part à la courbe 
en V et de l'autre à AC en U ; par U soit menée à la courbe une sé- 
cante arbitraire UXY; soient menées SY et VXse coupant en Zj pu 
Z et P soit menée une droite se terminant Ji AC en B^, 

EnBn par B' soient menées à S et V des droites se terminant en 
C et A' à AB et CB; menant alors A'C, le triangle A''B/C''5cra une 
des solutions du problème; on obtiendra Tautre en opérant sur le point 
T comme il vient d'être dit pour le point S. 

Toutes les constructions qui viennent d'être indiquées peuTent se 
démontrer par Vanalise géométrique. 

Ci II e»l Mii de roir que O et P ne «ont autre chose que le» piles dé AB et AC. 
< Note dti éditeurs. ) 
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Solution du dernier des deux problèmes proposés à la 
page 196' <£e ce volume; 

Far LES HÉDAGTkuBS DES Annales,- ■ 



XI. y a plus de dix ans que ce difficile problème s'est oflert , pour la pre- 
mière fols , aux rédacteurs de ce recueil ; maïs , bien qu'ils l'aient attaqué 
un grand nombre d^ fois, ils n'ont pu, peadaRt long-temps, parvenir à le 
résoudre , ni même à s'assurer, s'il é,tait. résoluble par la- tigpe drdïte et 
le cercle. Aussi n'auraient-Us pas songé à le proposer daps^ les annales , 
s'ils n'y avaient été invités par un de leurs abonpés. 

Ils avaient lieu de penser que le géomètre qui les avait sollicité h appe- 
ler sur ce problème l'attention de leurs lecteurs ,■ se chargerait lui-même 
de le résoudre , au cas qu'il n'en vînt aucune solution d'autre part'; tnais* 
ayant long-temps et vainement attendu, il$ ont cru devoir faire encore .de 
nouvelles tentatives ; et , plus heureux cette fois que ..les précédentes , ils 
sont parvenus , sinon k trouver une construction du problème > du moîtia> 
à l'abaisser au premier degré» et à réduire sa résolution arithmétique à un 
calcul assez simple. Voici par quels moyens ib sept parvenus à leur but. 

Problème. A un triangle donné quelconque inscrire trois cercles, 
de manière que chacun d'eux touche les deux autres et deux côtés du. 
triangle ? 

Solution, Soient désignés par p tf' 1 p" ti. ^g* 7 ) l^s sommets du 
triangle donné ; par c , c' , c" , les càtés respectivement opposés ; par 
o ,0' ^ 0" , les centres respectifs de ceux des cercles cherchés qui ne 
doivent pas toucher ces côtés ; par t ,t* , r^' , les rayons respectifs 
de ces cercles , et soient adoptées les abréviations suivantes : 

s c ■=f , ^(^'f =Sd* y 

^c^+c'fsziSy s~c =/ , R's^,//^, gc'y^sdf* y . ■ -' 
s~-c"=r'^y cc'/'=^sd"' i 
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alors R sera le rayon du cercle inscrit; J, d' ^ d" ^ seront les dis- 
tances respectives de son centre aux points P t p' i p" -, <i\- 1 ■> f^ ^ /' ■, seront 
les distances respectives des mêmes points aux points de contact de ce 
cercle avec les côtés du triangle ou , ce qui revient au même , les 
rayons des cercles qui , ayant pour centres les points ptp' yp" ^ se 
toucheraient deux à deux. On déduira d'ailleurs facilement des équa- 
tions ci^essus les relations suivantes: 

t^/'d^ =RV£/' ^ f d'd"^-Rc d , 

^^-|-^/=rj ,ff"d'*=^'cc" , ^c'c"=sddfd" , f'dd'f^Vi.c'd' , 
t^d"'=h.'cc' , ■ /^d d' =l^c''d" . 

Cela pos^ : soient abaissées de o et o' sur c" les perpendiculaires 
om =r , (/m*=r' ; soit joint oo' , et , par o soit menée Â c" une pa- 
rallèle se terminant en / à </m' , le triangle olo' , rectangle en /, donnç 



mais on 



ol—i^'^pm—pimf—^\j-'-Srr^*—{j' — rf=^z\/ n' ; 
a 

substituant donc, il viendra 

chassant les dénominateurs , transposant et formant les ^qualïom analo- 
gues, il viendra enfin 

fr-\-z^y/TT' -\-/r' =R^/' , 

fr-h2Rv'~''-*-f'V=:H£/ , 

,V'-|-2Rv/"+^'V/=R^ ; 
ce sont Uk les ëqoations du problème. 

Si l'on pose r'—rx''' \ r'f^Ts'" 

ces trois équations deviendront 
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la dernière donne r= r ; 

substituant cette valeur dans les deux premières , et chassant les dé- 
nominateurs , eUes deviendront 

(AO cO+aRa^-H^x'* ')^c"(yx'*-\-:^x'x"-\-^'xf"-^ , 

il n'est donc plus question que de tirer de ces deux équations les va- 
leurs de x' , x" ,' pour les suLstîtner dans celle de r. 

Si on multiplie l'ëquation (A') par , et l'équation (A'-^ par — ; 

en les développant toutes deux , mettant pour / ^^' sa valeur R*j pt 
remarquant qu'on a 

s{f^^^f)^c{s—c'^c"{s—c)=c^'^c"^ , 

• j(f— ^) = c(j c^y—c^ (s £)■=■€/ f^ f \ 

'■^^i-, '^^d", ^W'. , 

s t s • 

elles deviendront 

\dlRxf'-i~/x'],\'—{d'(Rx^'+,)Y = o , 
cl pourront alors être mise? sous cette forme 

{<R;r/ +f''x^'y^d"(Rx' H-,)î îrf(Rjr/ -i-f^W^^4^^(Rx' +(]]= o , 
{/(Rx'f-\-f' x' )-H/' (Rj:"+/)i {d(^xi^-\-t^ x' )— ^ (Rr'/H-»')j= o . 
£n combinant^ de toutes 1^ manières possibles, un facteur de la pre- 
mière avec un facteur de la seconde , on obtiendra quatre solutions • 
du problème. On peut remarquer, au surplus, que la diiTérence entre 
les premiers et les seconds facteurs porte uniquement sut les signes ' 
de d' et </". 

Si l'on demande que les cercles cherches se touchent extérieurement 
et soient tous trois intérieurs au triangle donné , on pourra lever l'in- 
Tom, U 47 
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certitude sur le cîioix des facteurs, par la considération d'un cas par- 
ticulier extrêmement simple : c'est celui où les angles^, p" sont tous 
deux droits; on a alors R=/''=:^'/=:^(r, d'=d"—^c\/ 2 , f=(/=35 et 
x'=.x" ; en cons4iqucnce , les deux équations deviennent également 

(2;t'+/2)(=;r'_/?)=o ; 
et comme, dans ce cas, on doit avoir évidemment ar'^fi/a, îl en 
résulte que ce sont alors les seconds facteurs qu'il faut prendre. 

Rejetant donc les premiers facteurs , on aura j pour déterminer J^, jr", 
les deux équations 

d{^x"-\-t' xf)~d' (^"-^-r) , 
lesquelles donnent 

~ *(J— dOC<?— rf'OH"— f'^'<i'~'R' c'c"—{d—d'){il—d'-i * 
, à'(,d — d")K—~^àà'' _ f c' — (d—d") 



(,d'~d'Kd—d")&>—/f"d- K' 'c'c"—{d—à0i4—d"i ' 
de U f en se rappelant qu'on a 

ff'd'^rzti'cc' , ^i^V»=RViy/ , fd'd"=:'Rcd 

•n conclura 

e'{e"—ld—d')]' 



fx"=.fc. 



—[d—à'i^c'—{.d~ 

■.''—^d—d'xd—d"}^' 



^c"—{d—d')]{c'~ld—d"il 



^'s"-=,c. , "V-"'-'"'i- 



'^c'c" — id—d'xd—d'O^' * 
•ubstituant enBn dans la valeur trouvée précédemment pourr, il viendra 

_R {c'i"— (Jr-rfO(rf— J")j' 

~T'e'lc"—id-~d')l'+!idlc"—ld—d')} {c'~~ld—d"iyi-c"[c'~id—d")y ' 
Les rédacteurs des annales en étaient par\'enus à ce point , et ils 
ne pensaient pas que cette dernière formule fût susceptible de beau- 
coup de réduction/ lorsqu'ils, reçurent de M. BiDONE, professeur à 
l'académie de Tunn , la lettre suivante ; 
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Turin, le 12 mars tSii. 
Messieurs , 

Par la note que vous acez placée au bas de la tahle sommaire 
du n.° IX àe votre prédeux recueil, on voit que w>us n'aviez reçu, 
jusqu'alors y aucune solution du dernier des deux problèmes proposés 
'dans le n." FI. Je prends la liberté , Messieurs , de vous annoncer 
que ce problème a été résolu par M, Malfatti , géomètre italien 
très-distingué. Sa solution est imprimée dans la /." partie du tome X 
des Mémoires de la société italienne des sciences, publié en i8o3. 
Cependant , comme il est très-Viile, de rendre familières de sem- 
blables questions , et de connaître les procédés les plus simples , parmi 
ceux qui sont propres à les résoudre , je me permets àe joindre ici 
la construction de M. Malfattî , ajïn que vous puissiez la comparer 
apec celles qui vous parviendront. Ce géomètre fa déduite de formules 
qui paraissent assez simples , eu égard à la nature du problème. 
Je les supprime ici y pom- ne pas dépasser les bornes dune lettre. 

Je saisis avec empressement , Messieurs , l'occasion favorable que 
m'offre cette circonstance , pour vous renouveler y eic. 

Voici à quoi se réduit la construction de M. Malfattix 

^\\.ppfp" (fig. 8) le trianglédonné;soit«le centre du cercle inscrit 
et soient menées cp jCp' , cp^^ , dont la première coupe le cercle inscrit 
en a ; et soient t , t'; les points de contact de ce cercle avec p^'p' , p'fp. 

Cela posé y soij prolongé p^ indéfiniment au de-la àe p^; soit portée 
sur son prolongement p^^t ou p^'t' de p^ en h et pa àe b en d ; de 
pd soient retranchées de^^cp" et ef::=^cp^ ; soit élevée à pf , par son 
milieu , une perpendiculaire coupant cp en o et pp^ en m ; alors o sera 
le centre de celui des trois cercles cherchés qui doit être inscrit k l'angle 
/»,et om en sera le rayon. On déterminera ensuite les deux autre* 
cercles par des' constructions semblables. 

L'extrême simplicité de cette construction , contraste d'une manière 
^ppante avec la complication du problème , et montre toute l'influence 
que peut exercer le choix des données. Elle donne pour Iç rayon t 
Tcxpression stùvante s 
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r=-C^4-^— R— ^'— ^'0- 

Celle expression est nëcessairemcrit équivalente à celle qui a été don- 
née plus haul , el copendant 11 ne parait pas facile de ramener l'une 
à l'aulre. La difficulté lient à ce que , parmi le .grand nombre des 
relations qui existent entre les données, on n'aperçoit pas facilement 
quelles sont celles qui peuvent le mieux opérer la transformation. 

I* problème pourrait être énoncé de cette manière générale : Trois 
droites indéfinies étant tracées sur un même plan , décrire sur ce 
plan trois cercles de manière que chacun d^eux touche les deux autres 
et deux des droites, données ; considéré sous ce point de Tue , il 
peut admettre Jusqu'à 3^ solutions. 

Pour s'en convaincre , on peut remarquer que ce problème n'est 
qu'un renversement de celui-ci : Trois cercles se touchant deux à deux 
sur un plan , décrire sur ce plan trois droites telles que chacune belles 
touche deux des cercles donnés \ et il n'est pas difficile de voir que le 
premier problème doit admettre autant de cas que celui-ci.. 

Or , lorsque trois cercles se toùcbent deux i deux, ou ils se toucbent 
tous extérieurement (fig. g ) , ou bien, deux d'entre eux se touchant 
extérieurement, le troisième les enveloppe tous deux (fig. lo) , ou enfin, 
deux d'entre eux se touchant extérieurement , le troisième toucbe l'un 
d'eux extérieurement etcnveloppe l'autre ( fig. 1 1 ). Nous ne parlons pas 
du cas où ( fig. 1 3 ) le cercle moyen , enveloppant le plus petit , serait lui- 
même enveloppé par le plus grand, attendu qu'alors les tangentes com- 
munes aux cercles pris deux à deux , se confondraient en une droite unique. 

Observons encore que, pour deux cercles qui se touchent extérieure- 
ment ( fig. i3 ), il existe trois tangentes communes, tandisqu'îl n'en existe 
qu'une seule ( fig. ]4 ) lorsque l'un des cercles est intérieur à l'autre. 

D'après ces diverses observations, il est aisé de voir que , pour la 6gure 
g, il peut exister 37 systèmes distincts de trois droites touchant les car- 
des deux à deux; qu'il en existe 3 pour la figure i o ; et qu'enfin il en 
existe 2 seulement pourla figure 1 1 j ce qui faiten tout Z^-^^-hs. ou33» 
comme nous l'avions annoncé. . .*.; 
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NOTE 

Communiquée aux rédacteurs des Annales , sur la lettre 
de M. Kramp , insérée à la page Sig c?e ce volume; 

Par M. TÉDENAT , correspondant dé la première classe de 
l'Institut, recteur de l'académie de Nismes. 

JL OUTE équation du second degré à deux indéterminées peut toujours > 
par des transformations , se rédtiire à la formé suivante : 
y— -^3:"=if.' , - 
La résolution de cette équation , en nombres entiers , lorsqu'elle 
est possible , peut se ramener à l'intégration' d'une équation aux dif- 
Céreoces finies de cette forme : 

son intégration donne . ,. . 

Dans ce^ formules Y, X, sont les plus, petites .valeurs entières de. 

^, Xf qui satisfassent à l'équation y* — Ax*=:B. 

m,n, sont deux nombres entiers satisfaisant à l'équation m* — An* = i • 
Je me propose , dans une autre circonstance y de démontrer toutes 

«es propositions , ainsi -que beaucoup d'autres sur !«« fractions-continues. 

L'équation que M. Xrpjnp. se propose ,dç résoudre (pag, 283)estcelle-cî 
y— 11^=49. ^ 
, IjCS plus petites valeurs entières de m ,jii qui satisfassent Jt l'équation 
aï*f-llB* = i sont m = jo »n=3; cçllcs de Y^X» sont 1^=;, A=;o. 
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■ En substituant ces Taleurs dans les formales générales données ci-des- 
sus , et y faisant ensuite z= i,2,3,4i »on trouve 

j=7 , 70 , iSgS , 27790 , 

:r=o , 21 , 4-20 , 8879 , 

comme on le voit dans le mémoire de M. Kramp ( pag. 283 )> 
Si l'on met l'équation _y* — iijr' = 49 *ous celte forme 

7 1 1 — = I , 

49 49 

en posant 

1 ^ 7 



■/•— 1 



on aura \. résoudre l'équation 

Si l'on en cherchait les solutions en nombres entiers , on trouverait , 
comme ci-dessus , y'=io , Jr/=3. 

Mais, si l'on cherche les valeurs fractionnaires qui peuvent y satis- 
faire, on en trouvera plusieurs parmi celles-ci qui auront l'avantage de 
donner , pour y et jr , des nombres entiers essentiellement diiTérens de 
ceux qui ont déjà été déterminés. De ce nombre sont les valeurs 



a:'=: 7 î ) ( x— 5 . 

Prenant successivement ces deux systèmes de valeurs pour YtX X, 
on formera les deux nouvelles séries de valeurs correspondatites que roki 

/=i5 , 283 , 5625 , 

:f= 4 , 85 , 1696 , 

^=18 , 345 , 6883 , ..... 

a:=: 5 , I©4 ,2075 , ..%,, ■ 

comme l'indique M. Kramp dans sa lettre insérée \ la page Sij). 

■ On voit donc que l'existehce des deux dernières séries de valeur» 

dont parle M. Kramp , et qui , comme les ■ premières , résolvent l'équa- 
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tîon , tient i ." à ce ■ que le terme 49 est un, quarré , ce <juî permet de 
mettre l'ëquation proposée sous la forme 

^* — 1 1^/*= I î 
2.** àce que, parmi les systèmes de valeurs fractionnaires dey', J?*, qui 
satisfont k cette dernière , il s'en trouve deux qui , à cause de leur dénomi- 
nateur 7 , domient pûury et x des nombres entiers. On voit en effet quif 

} donnent < 

(t)'— '>(t)"=> . > < i8--ii.5-=49 . 

Si , au contraire , on posait 
on satisferait bien & Fëquation 
mais il en résulterait pour y et icles valeurs fractionnaire* 

y=T » *=7' 

Les formules (ï), (a), sont donc très-générales; elles contiennent 
toutes les séries de valeurs qui peuvent satisfaire à l'éqiiation jr' — Ax^^s^B, 
tant en nombres entiers qu'en nombres fractionnaires. * 

'N. B. Fendant qut ceci ^imprimait, ht Tiâaciairs ontrtçtt Ûe M.- Kiamp la 7«f&v 

tttivantti 

MeMÏeura , 

Me» recherches sur la «olulîon complelle , en nombres entiers , Ae l'éguatton 

«y-f-A^rx', m'ont conduit à quelques remarques que je m'empreue d'aulant plus do 

vous commuiiiqDer qu'elles doivent servir à rectifier ce ^ue j'ai eu l'hoiuiear de vous 

écrire dans ma dernière lettre. - 

On sait que , si l'on connatt un cas qui remplisse la ^wnditîon de cette équation , 
tel que of >-|-^==P' ; et que, de plus , on connaisse deux nombres entiers m , n , 
tels que (in>-|-i=)n> ; on peut de celle seule solution en déduire une infinité 
d'autres. Les x, auuî bien que les j-, formeront deux séries récurrentes sounùseï Ji 
l'échelle de relation pîut 2m et mûïns i ; et, en désignant par pf, p", p"' ,,..• les 
termes de la première des deux séries , et par ç' , f '' , f '" , . . . . les termm corres- 
pondants de l'autre , on aura 

p'=mp+anq , p"i:=^p'-^ , p"':=UTnp"—p' , 

y'= np+ mç , <f"=2mq'—-q , ^"'=3in j"— ç' , 

Par les lettres p , ^ , nous désignons toujours les termes initiaux des deux séries, qui 
en mâme temps sont moindres que tous les suivants ; et il y aura autant de ces sériel 
^ue l'on pourra trouver de valeur» do ;. et y , diffirenies , et indépendantes entre elle». 
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3e reman^ue mnintenant ijue les termes initiaux p etf ^xisfont touioars pef coaplet, 
tellement qu'il leur n^poiidia toujours deux autres terraesHiritiaux P elQf lie* avec le« 
premiers par les deux l'quaiions rjui suivent. 

_,■=+:,„, P_P.=<,„.J , 

et aillant que ces deux équations admellcat de solutions en nombres entiers et po^lifs, 
auL.^iI aussi il y aura de séries , indépendantes entre ellts , dont les termes peuvent 
n-soudie en nombres entiers l'i^quation ty'+i=j:'. Cis i^qtialions, elles-mêmes , à 
cause de in=— i3=an* , admettent une solution parfaitement ralionneUe ,- il en résultera 

P=^p--ortq , Q=3n/7— ^y. 
Faisant f=o , on aura Q^n^lt ; ainsi à doit être un nombre quarré. Si on Tait 
i>=r*, ce qui donne l'équation a^'-\-r'=^' , on volt d'abord que p=rei j^=o est 
toujours une des valeurs de y ; on aura ensuite /'=/rtr , Q^=nr , et ces valeurs, qui 
«e déduisent immédiatement de la solution de l'équation dn*-f-i^»n> , sont les seules 
que le procédé employé dans mon dernier mémoire peut Faire découvrir, tant qu'on 
se bornera à prendre des nombre^ enliei-s pdur les valeurs' de b quantité que dans 
ce mémoire j'ai désirée par y. I.a suite de l'ouvrsige apprendra i trouver la liste 
c emplette 4es autres ; cl je me bornerai pour le moment h en donner quelques exemple». 
Pour I i^H- 5'=s' , on a ç= 8 , Q= 8 , />= 6 , P= a/ , 
, iij''+7»=x', ^=: 4, 0= 5,p=i5, P= i8, 

I ij'+*l9'=a:» , g=i 7 , Q=ao , p:=3o , P^ 69 , 

Iijf>^^i=ua, ?s=i5, ^=36, p=62, i*=i»5» 

ii^H-43'=*» . «= 4 . Q=^S , ;.=45 , P=3i8 , 

iij'*+-53'=3;', y=>6, f2=65, p=73, P3«:a*a. 

Le coefficieiiC il donne d'ailleurs 

Le nombra des termee initianx , indépcodans estre em et des séries qnî en dé- 
rivent , est encore beaucoup plus grand , lorsque b n'est pas un noaobre quan^ 
Dans l'équalioo 5}^>4'6o6i=s> , ya trouve les tenues iailiaux qui suivent : 
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GEOMETRIE. 

'Mémoire sur le tétraèdre , présentant la solution de 
diverses (questions proposées dans les Annales ; 

Par M. J. L , abonné (*>• 



3. XjAys tout quadrilatère i plan ou gauche, les droites qui joignent 
les milieux des côtés opposés et ceux des deux diagonales passent 
toutes trois par le mime point où elles sont coupées en deux par- 
ties égales (**). 

Soient en effet AB, BC, CD, DA", ( fig. i ) les quatre côtes con- 
sécutifs d'un quadrilatère, plan ou gauche, ayant leurs milieux respectifs 
en Q , P , N , M ; soient , en outre , R » S , les milieux respectifs de» 
deux diagonales BD , AC,de ce quadrilatère, et soient joïntsces points, 
deux it deux , par des drtMtes. Par ce que R et Q sont les milieux res- 
pectifs de BP et BA , la droite RQ est moitié de DA et lui est pa- 
rallèle ; pour de semblables taisons NS «st aussi moitié de DA et lui est 
parallèle ; donc les deux droites RQ et Nâ sont égales et parallèles, et 
conséquemment le quadrilatère RQSN est un parallélogramme; d'où, 
il résulte que les droites NQ , RS, se coupent réciproquement en deux. 
parties égales. On prouvera , par un semblable raisonnement , que les> 
droites MP , RS se coupent aussi réciproquement en deux parties égales ; 

(*) Ce mémoire renrerme quelques proposirloiu dé'ik dùaonirée* ailleurs ; mais , 
comme eUM.«'jr trouvent liie» avec beaucoup d'autres qui lonl propres i l'auteuc, «tt 
a cru nécessaire de publier le tout «ans en. rien retrancher. 

(**) Voj'ez les pag. 3ii et suivantes de ce Tolume, 

( Hotti àts iditeuri. "} 

Tom. /. 4& 
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d'où l'on doit conclure que les trois droites NQ, RS, MF, passent 

par un même point O qui est leur milieu commun. 

3. Il suit de li que , dans tout tétraèdre , les droites qui joignent 
les milieux des arêtes opposées passent toutes trois par un même 
point qui est leur milieu commun (*). 

3. Le point où se coupent les droites qui joignent les milieux des 
arêtes opposées d'un tétraèdre est le centre de gravité du volume de 
ce tétraèdre. 

Que l'on conçoive , en efFet , le tétraèdre partagé en une înEDitri 
de triangles ëlémentaires dont les plans soient parallèles à l'une de 
ses faces ; si , par le milieu de l'un quelconque des côtés de cette 
face et par l'arête opposée , l'on conçoit un plan, ce plan , coupant 
chaque triangle élémentaire suivant la droite qui joint son sommet au 
milieu de sa hase , con^endra son centre de gravité ; il contiendra dcmc 
auss\ le centre de gravité du tétraèdre,; ce dernier point est donc \ 
l'intersection de trois plans conduits par les arêtes d'une même face 
et par les milieux des arêtes qui leur sont respectivement opposées: 
or , comme chacun de ces plans contient une des droites qui joignent 
les milieux des arêtes opposées, il s'ensuit que le point àlnlersectirai 
de ces trois droites n'est autre que le point d'intersection des trois 
plans, c'est-à-dire, le centre de gravité du tétraèdre. 

4. A l'avenir nous appellerons axes d'un tétraèdre , les tiois droites 
qui joindront les milieux de %e& arêtes opposées ; le point ofi ces axes 
se couperont sera le centre du tétraèdre ; les trois plans conduits par 
les axes , pris deux à deux , seront \ei plans principaux et détenni- 
neront7 dans le téîraèdre , les ■ sections principales , lesquelles seront 
toutes trois des parallélogrammes ayant deux des axes pour leur dia- 
gonales , et ayant , pour les deux côtés d'un même angle , des paral- 
lèles aux deux arêtes opposées du tétraèdre que le plan de la sec- 
tion ne rencontre pas. Chaque plan principal partage le tétraèdre en 

(•) Voy«2 la Carrespondanct sur ticolt polytechnique , tome II , n.* 1 , pag. i." , 
tt n.* a , pag. g6. 

( Note det idiuurs. > 
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deux troncs de prismes triangulaires que nous verrons tientât être 
ëquivalens. 

5. Deux arêtes opposées du tétraèdre, n'étant point comprises dans 
un même plan , peuvent toujours, et d'une manière unique , être com- 
prises dans deux plans parallèles. Le plan principal qui passe par les 
milieux des quatre autres arêtes , est évidemment parallèle à ceux-là ; 
il en est de plus équidistant. 

6. Le système des six plans, parallèles deux à deux , qui contient 
les arêtes opposées d'un tétraèdre , forme le parallèlipipède circonscrit. 
Les diagonales non parallèles des faces opposées de ce parallèlipipède 
sont les arêtes opposées du tétraèdre ; tes droites qui joignent les centres 
des faces opposées du parallèlipipède en sont les axes ; enfin les plans 
menés par le centre du parallèlipipède, parallèlement à ses faces oppo* 
sets y déterminent les sections principales du tétraèdre (*). 

7. Si deux arêtes opposées d'un tétraèdre sont égales , les face» 
du parallèlipipède circonscrit qui comprendront ces arêtes, seront rectan- 
gulaires : si , dans le tétraèdre , il y a deux couples d'arêtes opposées 
égales, chacune i chacune , deux couples de faces opposées du parallèli- 
pipède circonscrit seront rectangulaires : enfin , si les arêtes opposées du 
tétraèdre sont égales , chacune à chacune , le parallâipîpède circonscrit 
sera rectangulaire. 

8; De là il est facile de conclure que , dans un tétraèdre , à^x des 
axes sont perpendicufaires entre eux , ou tun des axes est , à la fois , 
perpendiculaire aux deuxaulres, ou enfin les trois axes sont perpendi* 
culaires deux à deux , suivant que e£ tétraèdre a une, deux ou troii 
couples d'arêtes opposées égales. 

9. Lorsqu'on fait passer des plans par les extrémités des axes du 
tétraèdre , ces plans déterminent un octaèdre inscrit MNRQSP ; les 
quatre tétraèdres exvédans MAQS , RQBP , NSPC , DMRN , s<înl 



(*) Vojes , «up cela , un mémoire 4e M. Monge , ïaséré dans la Correspondance 
sur Vicoîi polytetfmiifue f lom. i, n," lo, pag. 440. 

*C Nort des idileurs. ) 
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ëfçaux et superposablcs , car Us sont termines par des faces égale» ,■ 
cliacune à chacune , et rangées dans le même ordre. Chacun de ces té- 
traèdres est le 8."" du grand tétraèdre dont il fait partie , car il lui 
est semblable et a ses arêtes moitié des siennes ; d'oii il résulte que le 
volume total de ces quatre tétraèdres est moitié de celui du grand té- 
traèdre , et qu'ainsi celui de Toclaèdre inscrit en est aussi moitié. 

10. Chacun des plans principaux partage l'octaèdre eo deux parties 
équivalentes ; car ces deux parties sont des pyramides (|uadrangulalres 
ayant base commune * et ayant leurs sommets sur des plans parallèles 
à celui dé leur base , et également éloignés de part et d'autre de ce plan. 

11. 11 suit de là que chacun des plans principaux d'un tétraèdre h 
partage en deux troncs de prismes triangulaires é^aicalens. Chacun 
de ces troncs de|^prismes est , en cfFct , composé d'une moitié de l'oc- 
taèdre et de deux des tétraèdres excédans. 

12. li suit de ce qui vient d'être dit (lo) que le produit de l'aire de 
chacune des sections principales d'un tétraèdre par la plus courte dis- 
tance entre les arêtes opposéeis parallèles À cette section est une quan7 
tité constante , pour un même tétraèdre , quelle que soit celte des trois 
sections principales que l'on considère (*). Donc celle des trois sections 
principales dont l'aire est la plus petite est celle dont le plan est pa- 
rallèle aux arêtes opposées les plus distantes. Ceci répond' à la note 
3.™^ de la page 280 de ce Volume; mais II est essentiel de remarquer 
que , généralement parlant , comme nous le verrons, bientôt , ces sec- 
tions ne sont pas des minima C**)* 

(*} It a (IcjA été remarqué, par M. Servais , proreucur aux ^olea d'artillerie , à 
Lafère , que les deus liera de ce produit eitpriment le volume du tétraèdre , ainsi 
quil résulte évidemment de ce qui précède. 

(**} Lorsque lea rédacteurs des jinnalts reçurent la solution mentionnée ici, presaés 
parle temps, ils se bornèrent h vérifier , par l'analise, si cette solution rendait nulle 
la fonction prime de l'aire de la .section; et elle la fait, en effet, évanouir; mai» 
on sait que.cette condition nécessaire est insuffisante. Ils eurent tort de ne point pousser 
pl^ loin la vérification , et ils remercient M.. J. L-» de les ayoir détrompés aut 
ce point. 

( Tfotes Jet iditeun, ) 
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iS. Les trois plan* principaux du tétraèdre divisent l'octaèdre ins- 
crit en Aaii tétraèdres ëquivalenâ, et symétriques deux à deux j puis 
donc que leur somme est la même que celle des quatre tétraèdres ex- 
cëdans, on en doit conclure que chacun de ces derniers est double 
de chacun de ceux qui résultent de la division de l'oclaédre par les 
plans principaux ; d'où il suit encore que les droites qui joignent le 
centre du tétraèdre à ses sommets , sont coupées par les faces de l'oc- 
taèdre inscrit au tiers de leur longueur. 

14. Les quatre tétraèdres excédans peuvent être considérés comme 
un même tétraèdre 'appliqué successivement à l'octaèdre par chacune 
de ses faces , lesquelles deviennent ainsi quatre des huit triangles qui 
terminent cet octaèdre ; ces quatre triangles ne sont pas égaux , en 
général, mais, chacun d'eux a son égal sur la face opposée de l'oc- 
taèdre ; celui-ci reste à découvert et fait partie de la surface du tétraèdre ' 
total. Si Ton enlève les quatre tétraèdres excédans pour les transporter 
sur celles des faces de l'octaèdre , qui , en premier lieu , étaient à dé- 
couvert , ces tétraèdres ,' ainsi disposés , formeront avecl'oçtaèdre le té~ 
iraèdre conjugué du tétraèdre total , ayant cet octaèdre pour sa partie 
commune avec lui. Les deux tétraèdres conjugués seront inscrits au même 
parallélipipède ; leur douze arêtes seront les diagonales de ses faces , 
et leurs sommets correspondans seront_les sommets de ses angles opposés. 

i5. Deux tétraèdres conjugués fonnent un système symétrique re- 
lativement à leur centre commun ; car toute droite qui y passé , se, 
terminant à des faces ou arêtes parallèles , a son milieu en ce point. 
Un plan quelconque » passant par le centre, divise d'abord l'octaèdre 
en deux parties symétriques et rencontre ensuite les tétraèdres ej^pédans 
sur leurs arêtes homologues, à des distances égales de leurs sommets; 
le système est donc divisé , par ce plan , en deux parties égales et 
symétriques. Les sections principal^ sont les mêmes pour les deux 
tétraèdres conjugués , parce qu'elles ne rencontrent pas les tétraèdre» 
excédans. EnBn , les sections , passant par une arête de l'un des .tétraè- 
dres, passent par l'arête correspondante de son conjugué, et sont fi- 
gurées par deux triangles égaux et renverse^. 
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1 6- SI , par les extrémités de la plus courte distance entre dâux 
arêtes opposées de l'un des tétraèdres et par leur centre commun , on 
conduit deux droites . elles se termineront aux arêtes correspondantes 
de son conjugué. La droite qui joindra les points de renccHitre sera 
donc égale et parallèle à cette plus courte distance ; elle sera donc , 
comme elle , perpendiculaire à deux faces opposées du parallélipipède 
circonscrit , et sera ainsi la plus courte distance des arêtes du conjugué 
auxquelles elle se terminera. 

1 7. En conduisant un plan par l'arête BD et le milieu S de Vaiêle 

opposée AC, le triangle BSD donne 2(BS+DS)=bB+4HS (*) ; d'un 
autre côté les deux triangles ABC> ÂDC donnent 2(AB -f-BC -fCD 
•4-DA)=:2ÀC-t-4(BS+DS ); mettant donc , dans cette dernière équa- 
tion , pour 2(BS +DS ) 1 la râleur que donne la première , on ob- 
tiendra le théorème d'Euier : 

ÂB*+BC4-^'+DÂ*=ÂC+BD*-+-4RS* 

Les deux autres axes donnant des équations analogues , si on les ajoute 
à celle-ci , on parviendra k la formule connue : 

(o) ÂB+BcVcD*+DÂ+ÂC*-+-BD=4(NQ*-fi^+RS> 

18. Dans un triangle dont C, C, C", sont les côté» et S , S^, S^', 
les droites qui joignent leurs milieux respectifs aux sommets des an- 

(*) On a » en effet , dans les deux tnangles RSB , RSD 

RS*+™*— ËS*=aRS-Bn-CM.BRS, 

ES +DR— DS=aRS*DR ■ Cos. DRS; 

Si l'on remarque que BRssDR i que Coi. BRS-fCos. DRS=o et ^a» 

aBH +aDR = 4^^ =; BD ; en prenant ledoub'c de la somme de ces deux ^qua- 
tioot , on obtiendra celle qui est aoconcée dans le texie. 

, ( Nûte des iàiteun. } 
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glea oppos& , on a 4(*'+J"+^'*)=3(£*4"'''*"*"^'*) (*) > ï^? '^^ces d'un 
tétraèdres donnant quatre fonnules pareilles, si l'on nomme S' la somme 
des quarrés des 12 droites menées de chaque sommet aux milieux des 
trois côtés de la face opposée, on aura 4S*=6(ÂB -|~BC +CD +DÂ 
-*-AC4-BD) i donc (17) 

S* = 6CNQ*+Î^ +RS > 

19. Il est facile de Toir que les quatre diagonales da l'un quel- 
conque des huit petits parallélipipèdes formés , dans le parailé- 
lipipède circonscrit , par les plans, principaux , sont égales aux quatre 
distances du centre du tétraèdre à ses sommets ; puis donc que , dans 
tout parallélipipède , la somme des quarrés des quatre diagonales est 
égale i la somme des quamis des douze arêtes , il s'ensuit qu'on doit 
aroir 

OÂ* H-ObVÔc'h-^ = NQ -HMP*+RS*' 

20. Cette proposition , qui a évidemment lieu pour le quadrilatère' 
gauche, est vraie aussi pour le quadrilatère plan. Soit en effet ABCD 
ce quadrilatère ( fîg. 2 ) ; par le point O d'intersection des droites MP , 
KQ t RS , qm joignent les milieux de .ses côtés opposés et de ses dia-' 
gonales , soient menées à ses quatre sommets les droites OA , OB ; 
OC, ODî tes six triangles AOB, ROC, CDD, DCA, AOC, ROD, don- 
neront 

2(ÔÂ*-|-OB*)=ÂB* +4ÔQ > 

2(5b* -l-ÔC )= HC'+ 4ÔP\ 

2(ÔCH-5d )=^''4-4Ôn', 

C*) On a , en effet , par c« qui a ëU d^ontr^ daiu la note précédente , 
atO» 4^'»)=0 +43» , 
acC'+C' )=C'»-KS'>, 

ce qui , en^outaot et lianiposant , «Jogne l'éc^uation annoncée dans le texte. 
( NoH du idiittirt, } 
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2(65* +61* )=DÂ' +46M » 

2C6Â*+6c')= Âc*H-46s\ 

2c6b* -t-ÔD* )=^ BD* -i-4^' i 

en ajoutant ces six é(iuatîons on aura 6(0A +0B H-OC H-OD ) 
=Ab'+Bc'+Cd'+DA +ÂC*+iiD* + 2(NQ'+MPH-RS*) î 

d'où on conclura (17) 

ôÂ* +6b *H-5c' +6d = nq' +:^' +Rs' . 

Si l'on ajoute !a première ëqnation avec la troisième , la seconde arec 
la quatrième et la troisième avec la sixième , il viendra 

i(ÔA + ÔB*+ÔC*+ ÔD*^)=ÂbV DC*+aNQ*=AD + BC +aMP*=ÂG + BD -faRS . 

Ainsi, dans tout quadrilatère y plan ou gauche y la somme des ^uarrés 
de deux côtés opposés, plus deux Jais le quatre de la droite qui 
joint leurs milieux ^ est une quantité constante et égale à deux J'ois 
la somme des quarrésdes distances des sommets au point dintersectioa 
des droites qui joignent les milieux des côtés opposés, 

21 Ces formules ont encoce lieu pour un triangle , en considërant «n 
point pris arbitrairement sur l'un quelconque des côtés comme le qua- 
. irième sommet du quadrilatère. Mais , si l!on divise un côté AB ( fîg. 3 ) 
en quatre parties égales , aux points n , M , ^ , et si l'on joint les mi- 
lieux m y p f des autres^ côtés avec les points de division n , q , les 
triangles AOM , MOB , BOC , COA , donneront 

3 tÔÂ'4- 05'+ ÔC^+ ÔM*)=Âm'+ BC + 2^ '=: BM 4- ÂC + apï ' 
■ donc 

s.(7nn — pq ) = AC — BC ; 
Je paiallélogramme pmqn donne d'ailleurs 

3<mB*4-;'/)=ÂB +Cm'î 
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cl , si l'on tire les droites Oï , Cy , on trouvera 

23. Si , dafts le tétraèdre ABCD ( fîg. i ) » on suppose droits les 
angles plans DAB , DAC, ce qui donnera 

ÂB*=^'— ÂD* , ÂC*=C»— Âd\ 

on Conclura de l'ëquation (i) , au moyen de celles-ci, NQ=BS ; donc> 
si l'angle trièdre A est trirectangle , on aura 
NQ=MP=RS. 

Ainsi , iam le tétraèdre rectangle , les trois axes sont égaux* 
Désignant donc par p l'un de ces axes , la formule (a) donnera 

3(ÂB -t-ÂC +ÂD )=4.3;»', d'où p==^J^AB^+AC+Mi . 

Ainsi , chacun des axes d'un tétraèdre reeiUngle est moitié de la 
distance du sommet de Fangle droit trièdreau point ^ui aurait Us 
trois arêtes rectangulaires' pour ses- coordonnées. 

11 est facile de Toïr que les axes se coupent sur cette ligne , au quart 
de leur longueur , à partir du sommet LfCS' sections principales sont alors 
des rectangles ; l'aire de chacune d'elles est le quart du produit de» 
deux arêtes opposées qui lui sont parallèles ; et, comme elle est aussi 
égale à la moitié du produit des deux axes qui lui serrent de diagoi-- 
nales par le sinus de l'angle qu'ils font entre eux. , si on désigne cet 
angle par a , et par • l'angle que fait 2p arec AB , on aura ~ AB . DG 
^ ^p* , Sia.tf ; on tiie de là 

. _ AB DC _ 

sm.a=2. — • — = 2(Jos».om.M=din,2« : 

ainsi l'angle de deux axes est double de celui qâe fait la ligne 2p 
avec l'arête rec'langulaire qui passe par le troisième. 

23. Soient donc • , ^ , y , les trois angles que fait respectivement 
la ligne sp avec les arêtes rectangulaires AB, AC , AD; on aura 
Tom, /. 49 
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Cos..= ^^ , ^ Ai'— Âc'— ÂD 

Afl +AC +AD AB +AC +AD 



>^ 



AO 



rî 



y 



f^.^- ^^ -■ _ AC — AB —AD 

/ — » — » — ï Cos.3fl= — f — =7 — zzrr » 

AB +AC +AD AB +AC +AD 

C"-]- ^^ ; AD — AB — AC 

AB +AC +AD AB +AC +AD 

d'où on conclut 

Cos.2«H-Cos.2;i-f-Cos.3>-= — I ; 
les tfoU angles que font deux à deux les axes du tdtraèdre rectan* 
gula^re sont donc ^és entre eux par la condition que la somme de 
lenrs; .cosinus est ligale au cosinus de la demi-circonférence. 

24. En nommant S l'aïre de la face hypothénusale , oïï-a S*^ 
j(ÂB iAC*4-AB .ÂD -f-Xc .ÂD*); équation à laquelle on peut 
donner les trms formes suivantes': 



S"— -;ac 


.AD =;ab 


.CD 


S'—; AS' 


.ÂD =;Âc' 


.bd" 


S'—iÂl' 


.âc'=;âd' 


.Bc' 



6*1 l'on ajoute ces trois équations en observant que leurs seconds mem* 
Ires sont égaux à quatre fois les quarrés de!i aires des sections prin- 
cipales, OD trouvera, en désignant cee sections par s^ j', j^' , 

donc , dans tout tétraèdre rectangulaire » le guafré de Faire de la 
face hypothénusale est double de la somme des quarris des aires des 
sections principales. 

25. 2'ou/ plan passant par tun des axes d'un tétraèdre ^uelcon- 
gue , divise ce tétraèdre en deux parties équivalentes. 

Soit , en eiFet , oTÏ^Q ( Bg. 4 ) '^ p'^^^ coupant conduit par l'axe 
NQ. Le plan principal RNSQ partage le tétraèdre, (ii) en deux par- 
ties équivalentes; etJe plan cN^Q âte à l'une de ces parties le t^ 
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traèdre ^NQS , pour le donner h l'autre , et ôte Ji celle-ci le tétraèdre 
iiNQR , pour le donner h la première j or , il est facile de voir que 
ces deux tétraèdres sont ëquivalens; car, ouUe qu'Us ont pour bases 
les deux moitiés d'un même parallélogramme RNSQ , il résulte de e< 
qui a été dit (6) que leurs sommets a-, b , sont à une même distance 
de part et d'autre du plan de leurs bases. 

zS. On peut auesi se convaincre aisément (6) que , dans toutes le» 
aitaations du plan aN^Q , sa diagonale mobQe ab demeurera constam- 
mant parallèle au plan principal MflPS qui ne contient pas sa dia|;on3le 
fixe NQ , et que celle-ci coupera toujours l'autre en k en deux paiw 
ties ^ales ; si donc cd est l'intersection du plan coupant avec le plap 
'principal A1RP5 , la diagonale ab sera parallèle & cd. 

27. Le plan dUbÇ^ , supposé mobile autour de Taxe NQ , peut preih» 
dre successivement quatre positions, remarquables. S'il passe par l'un 
ou l'autre des axes RS , MP , la section est un parallélogramme; 
si , au contraire , il passe par l'une ou l'autre, des deux arêtes oppo- 
sées AB , CD , la setniûn est un tnangle. Dans tous les autres cas-^ 
la section est un quadrilatère. 

28. La diagonale mobile ce étant variable de grandeur , comme de 
position , on peut désirer de savoir quelle devra être la situation du 
plan coupant pour qu'elle soit la plus petite possible. Il est aisé de 
voir que cela arrivera lorsque l'intersection cd de ce plan avee le plab 
principal MRPS Sera perpendiculaire i MP. Concevons, en eflEet, qu'il 
en soit ainsi, et imaginons par ah uii plan parallèle ^ MRPS> ce 
l^an coupera celles dés feees opposées du paralléliprp^ticircoriseiiit^ 
qui contiennent les arêtes AC , BD, suivant deux droites paraHèki. 
entre elles et à MP ; et ab sera une perpendiculaire commune- entre 
txs parallèles.- Que l'on coDçbîve ensuite tant d'autres p1ana;qu'on vou«> 
dfa , conduits par NQ; les diagonales mobUes correspondante^ étant 
eonstaiDment (26) parallèle» au pian MRPS , st l'on transporte ces 
diagonales , parallèlement & elles-^mêmes , jusqu'à ce que leurs, milieuï, 
viennent coïncider avec le milieu i de ai , leurs extréfhilés sentrouve— 
tout alors sur les parallèles menée} à MN par « et A;, mai^ dk» 
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seront obliques entre ces parallèles-, et cons^quemment plus longuet 
^ue leur perpendiculaire coromuoe ab. -. 

■ âg. Soit désigné par « l'angle des deux diagonales NQ , ab , d'une 
section quelconque , faite par l'axe NQ ; l'aire de cette section sera î^NQ 
Xfli.Sin.» ; mats sî , du point a , on abaisse une perpendiculaire p 
sur NQ j cette perpendiculaire aura pour expression fai.Sin.» ; en 
sorte <juc l'aire de la section deviendra />XNQ j et, coname KQ est 
constant, pour toutes les sectioas que l'on considère- ici , U s'ensuit 
que les aires des sections sont propottionnclles à /> , et qu'ainsi la 
plus petite répondra au cas où p sera la plus courte distanoe entre 
BD et NQ ou, ce qui revient au même, lorsque/) sera la moitié 
de la plus coi(rte distance, entre les arêtes opposées AC et BD ou^ 
■ce qui est encore la même chose, lorsque le plan aî^bQ sera pe^'pen- 
diculairc au plan principal MNPQ. A\ns\ De tous les plans ^ui .passant 
par un même a:ee, coupent les dmx mêmes couples parités opposées , 
celui qui donne la plus petite section est le plan perpendiculaire à 
celui des plans principaux , <jui contient , avec taxe -dont il s'agit , 
celui des deux autres qui se termine. aux milieux àes aréles op_-^ 
posées que le plan coupant' ne doit pas rencontrer, 

3o. Mais il faut bien obsen'cr que le problème ne sera possible 
qu'autant que le plan conduit par NQ» perpendiculairement ap plan 
MNPQ, rencontrera les arêtes opposées AC> BD,, entre leurs extré- 
mités , et non sur jeurs prolongemeàs. On doit reinarquer aussi qu« 
si, par l'arête ES , on conduit un ' plan perpendiculaire k la section 
{tttmipate MRPS , ce plan qui , comme le premier, divisera le tétraèdre 
«H. deux parties équivalentes et. coupera comone lui les deux couple» 
d'ar6tes opposées AB^ DG^. AC, DB , donnera aussi, comme lui , 
iine- lectipn minimum. En général , cette sectiou ne aéra pas égjtlo 
à 1» prbiBÎère ; car' il^ suivrait- de leur. égalité que les .longueurs ds 
Afsax ' axes seraient proportionnelles aux plus courtes distances de» 
arêtes 'opposées auxquelles Us sc.ternùnent, ce qui n'est point vrai 
pour fA) tétraèdre quelconque. On vtnt donc que , généralement par- 
lant, il y auta deux sections qui jouiiont de la propriété cUt minimum , 
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si les aréles que le plan coupant doit rencontrer sont d^sîgn^s , e( 
<ju'il y en aura si:t , si au contraire elles ne le sont pa& 11 est aise 
de voir (j6) que les plan^ qui donnent les sections min;/na , pour 
iin tétraèdre, les donnent aussi pour son conjugué. Celles de ses sections 
qui soot déterminées par le même plan , sont égales, car leurs diago- 
nales mobiles sont des parallèles comprises entre des plans parallèles, 
g Les quadrilatères qui représentent ces sections tont égaux et renversés. 

3i, Lorsque deux arêtes opposées du tétraèdre sont égales , des 
deux sections miaima faîtes sur les arêtes égales et sur deux des 
autres, celle qui passe par l'axe qui se termine à ces dernières est 
(8) perpendiculaire à l'axe qui se termine aux arêtes inégales que le 
plan coupant ne rencontre pas. Si le tétraèdre a deux couples d'arêtes 
opposées égales, les deux sections minima faites sur ces arêtes vien- 
nent (8) se confondre avec la section principale; et, des deux faites 
sur les arêtes Inégales et sur deux arêtes égales , l'une est la secttoa 
principale , et l'autre est perpendiculaire à l'axe qui se termine aux 
deux arêtes égales que le plan coupant ne rencontre pas ; cette dernière 
est moindre que l'autre , car leiir rapport est celui de l'axe qui se 
termine aux arêtes égales à la plus courte distance entre ces arêtes. 
i6i enfin le tétraèdre a ses trois couples d'arêtes opposées égales, les 
factions minima se confondent, deux à deux, (8) avec les sections 
principales > elles ne sont âoqc plus alors qu'au nombre de trois 
«eulemeot- 

32> Lorsque le tétraèdre est rectangulaire (22) les six sections 
minima sont distinctes et égales deux à deux. Si de plus les trois 
arêtes rectangulaires soot égales , les six sections minima , toujours 
distinctes , sont toutes égales , et les diagonales mobiles coupent, les 
arêtes et les axes au quart de leur longueur. 

35. Voilà donc le problème proposé, à la, page 127 de ce volume 
résolu, pour, le cas particiilier où le plan coupant serait assujetti V 
passer par l'un des axes du tétraèdre , et conséquemment aussi pour 
le cas où l'on exigerait simplemenfque ce plan passât par son centre : 
car De tous les plans conduits par le centre d'u» tétraèdre , il n'y 
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a itnîquemeni tpte ceux qui 'passent par quelgu'wt de ses axes qui- 

le divisent en deux parties équivalentes. 

Dans la démonstration de cette proposition , noua distinguerons deum 
cas y savoir : celui où le plan coupant rencontre deux couples d'arêtes 
opposées , et donne conséquémmcnt une section quadrangulaire , et celui 
où an contraire ce plan , rencontrant les trois arêtes d'un mèm« angle 
trièdre, fournit une section triangulaire. 

Soit donc, en premier lieu , ;nnpy (iîg. S) une section faîte au 
létraèdre ABCD par un plan passant par son centre Oet rencontrant en 
m , n, p, y, ses arêtes DC , DB, AB,' AC, sans comprendre aucua 
de ses axes. Par son intersection cd avec l'un MRPS des deux plan» 
principaux qui coupent les- arêtes AD , BC , et par l'axe NQ qui 
n'est pas -compris dans ce plan, soit conduit unptaniiNJQ» ce plan 
(35) partageant le tétraèdre en deux parties équÏTalentes , îl ne s'ag^ 
que de prouver que les portions de ce tétraèdre comprises , de pari 
et d'autre , entre ce plan et le premier , ne sent pas équivalentes. Pour 
«ela soient menées NiT , Nrf, me y md ; il est facile de s'assurer qua 
les tétraèdres ni^d et pQ_dc , qui ont pour bases les deux triangles égaux 
^cd et Ç^c , ont aussi même hauteur, et sont par eonséquent équi- 
valents ; or le dernier Ak ces tétraèdres forme , à lui seul, une de» 
parties du tétraèdre total comprises entre les plans coupants , tandis^ 
que, pour former l'autre , il faut ajouter ii son égal rn^cd les deux 
polyèdres mdJAhqm , mcHanm , lesquels ne seront jamais nuls-, tant 
que le plan mnpq ne contiendra aucun des axes. Les portions dfe té- 
traèdre comprises entre tes plans aN^ et mnpq sent donc inégales; 
ce dernier plan ne divise donc pas le tétraèdre en deux parties équi-^ 
talentes. 

Supposons , en second treu , que le plan coupant rencontre l'es trois 
arêtes d'un même angle trièdre do tétraèdre , en passant toujours pat 
son centre. Si d'abord ce plan est parallèle à eelui de la face qu'il ne 
rencontre pas , il est aisé de voir (3) qu'il divisera le tétraèdre en deux 
parties dont le rapport seia c<^ui de 27 à 37 et qui conséquemmeik 
ne séroht pas équivalentes. 
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..Admettons donc qu'il n'en soit pas ainsi, et soit ABCD ( fig. 6 ) 
un tétraèdre coupe par un plan abc , passant par son centre et cou- 
pant l'angle trièdre D , sans être parallèle à la faee opposée ABC ; les 
ilistances des points A , B , C , au plan abc ne pouvant alors être égales , 
U y aura toujours deux B , C , <le ses points dont les distances à ce 
plan ne 'seront pas plus grandes que celle du point A ai} même plan , 
«t t parmi ces deux , il y en aura au moins un C pour lequel cette 
dislance sera moindre. Cela étant ainsi , la perpendiculaire abaissée sur 
le plana^r, d'un point pris entre A et B, sera au moins égale 3 celle 
qu'on abaisserait du point B sur le même plan; mais la perpendicu- 
laire abaissée sur le plan abc, d'un point pris entre A et C, sera plus 
grande que celle qu'on abaisserait du ^oint C sur le même plan. Or , 
la somme des perpendiculaires abaissées des points A, B,C, sur le 
plan abc étant (3) égale à la perpendiculaire abaissée du point D sur 
le même plan , on en doit conclure que cette dernière est moindre que 
la somme des perpendiculaires abaissées , sur le plan abc , du point 
A et de deux autres points pris sur hS et AC. 

Cela posé , par bc soit conduit un plan bfgc parallèle à l'arête DA ; 
le prisme triangulaire abcKfg aura pour expression l'aire du trian- 
gle ahc multipliée par le tiers de la somme des distances des 
points A » y" , ^ ï au plan de ce triangle ; ce prisme sera donc 
plus grand que le tétraèdre "DabCf qui a pour expression l'aire du 
même triangle multipliée paj le Uers de la dislaqce du point D à 
son plan ; donc , à plus forte raison , le volume du tétraèdre Dabc 
sera moindre que celui du tronc de tétraèdre a JMBC , dont le prisme 
abcAfg fait seulement partie ; donc enfin le plan abc partage le 
tétraèdre DABC «n deux parties inégales (*). 

Paris, le 2.^ février ï8ii. 

(*) Il rjtulte de tout ceci que te problème proposé k la page 137 de ce volume, 
priadantle mhs le pliu général , est encore à rësoudre.-On doit espérer que M. J. Ik.., 
qui a su jr jeter tant de jour , na voudra pas iaiuer à d'autres le loin d'en compléter 
U MlulioD. 

( Vote jUi idiuuTt, > 
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ANALISE. 

Théorème général sur l'invanabilité de la forme des 
fonctions ; 

Par M. DE Maizière , professeur de mathématiques spéciales, 
au lycée de Versailks* 



I. ^OIT Y ttne certaine fonction ^^, déforme en général ineonnue t 
à! une variable x , considérée comme variable indépendante; p (x) étant 
supposée pouvoir varier , soit par les états de la variable x , soit paf. 
la forme même de la fonction désignée par f. 

Si , pour un certain état particulier x^ (*) de la variable princi' 
pale , l'état correspondant y^ de la variable dépendante est exprimé 
par F,(x^) (**), où F^ désigne une fonction déterminée de Fétat 
*« ; pour tout autre état Xf^ dé la variable principale , Pétat carres i 
pondant y^^ de la variable dépendante sera exprimé par Fr(xj^) j i^esi~ 
à~dire , qu'on pourra être sûr , avant même de connaître la forme 
de F, , ^ae la relation entre y et x est invariable (***). 

[*} ^Q doit se lire : x numiiro a. 

(_**) F, t^j) se prononce : fonclioa nuim^ro i de * nnmi^ra a. 

{***) Ce thëorème , il raison de «a grande gi^nëralité ^ pouvant n'être pat également 
bien «a!si par toutes Les cla»w> de tectenis , il ne Mrs peut-être pas hors de propos d» 
.£xer , par l'application suivante , le sens prdcis qu'on doit y attacher. 

.5o!t^ une Tonction ç^=(i-\-g)' d'une variable x ; si pour un certain ^tat particulier 
x^^=m de la variable principale ( m ^lant supposé entier et posi^ } l'état correspondant 
■y^ de la variable dépendante «st exprimé par 
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' On regarde communément cette proposition , prisé dans le sens gé> 
aérai de son énoncé « comme un axiome, et néanmoins on croit ne pas 
pouvoir se dispenser de démontrer diverses propositions particulières 
qui y sont renfermées. Il parait cependant qu'il n'est aucun cas où 
une démonstration soit moins indispensable que dans le cas de l'incom- 
mensurabilité , que dans la généralisation des fomiules, soit de la tri- 
gonométrie, soit de la transformation des coordonnées, soît des puls^ 
svices des polynômes , etc. 

La seule condition de rigueur , entre les variables x et y , est qu'elles 
soient ^ l'une et l'autre , assujétles à la loi de continuité ; en sorte que 
l'on puisse concevoir deux états de x si voisins qu'on voudra, et assez, 
voisins pour qu'il leur corresponde deux états de y dont la différence 
tombe au-dessous d'une limite donnée, quelque petite qt^'on la sup- 
pose (')• 

pour tout aiitrç ^tat , Xf^=>—n ou x^^ , de la viràble principale , l'^t^t coire^on^ux 
jf^ de la varii^ dépendants »era exprima par 



F,<*A)=j'{f-)==;+W^ w. Liii; 



*•+• 



<*) Ceci n'a pat be«oîn d'explication, lonqne U série dea états de x Aant compos^fr 
de tennes rë«ls , celle dea ëtUs corretpondans de y ne comprend ëgalemont que de* 
termes réel* ; maii on yeut conûdérec une su!ta d'dlato imaginaires de x.oii, en n« . 
considérant que dea états réels de cette varJaBle , il peut «e faire que la série des étala 
correspondans de _^ ne renferme que des tennes imaginaires ou Boft compoaëe de diverse* 
parties altemalivement réellea et îmaginaîrea , et alors on peut demander à quets ct:- 
vactirei on reconnaflra qu'une talla suite de tannes est asaujélie à la loi de. continuité \ 
Comme ceia «si sans dîJfisuUé po^ lea termes qui composent les parliss réelles de la 
série , il s'agît seulement d'expliquer dan* quel sens on peut dire que , soit deux tertnc* 
miaginaires , tàw un- terme réel et un tenne imaginaîfe y le succédant consécutive- 
ment , sont ptua on ntolna voisinJ. 

Pour cela nous remarquerons t^^t, la différence de deux pareil* (ermes peut tou-. 
}«urat, en général, être supposée ima^aire et de la fonne f>+f V~'' > O^'l "'^ a 

Tom. U 5o 
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Notre proposition sera démontrée ( comme^on le verra bientôt) si, 
^•+1 > T'+i ^*^"t deux états coirespondaiw , aussi voisins qu'on vou^ 
dra de x^, y^^ respectivement , on reconnaît que la relation 

r-+.=-f.(^-+.) •(■) 

est une absurdité ; F^ désignant une fonction déterminée , connue ou 
inconnue, autre que celle qui est désignée par /",. 

Pour établir cette proposition , formons le tableau des séries d'ëtala 
vanables de x,y, F^{x)t -f »(■*) , 



X 


X, 


X, 




X- 


".+. 


... 


X, 


(1) 


y 


r. 


y. 




r. 


r-*> 




r» 


(II) 


J^'.W 


i^A^.) 


f~(.^.) 


... 


-p.w 


■f.(^.+,) 




r.ixO 


(111) 


■P.W 


F.M 


F.{^.) 




f.(.^.) 


f.fe*J 


.••.• 


...i'iV ...... 



Cela posé, soient 



-f.(*.+.)— ^.(*.)=''" 

K(.='.*,)~r.(x.)=i«> 



(^) 

(3) 
(0 
(5) 



3, /', I*", /'''", désignant des quantités qui, sans être nulles, tom- 
bent au-dessous d'une limite donnée, si petite qu'on voudra la supposer. 
Si (i) est possible , on a , à cause de (3) , et de y^^^-Fi^x^ 

pu de doule iju'une lella expreMion ne puisse tendre verse^ro, puisqu'il sn/El ponr 
cela que /* et f tendent eux-nit^mes vert celle limite canunone. Nous dirons donc 
que les deux ternies que nous considérons ici sont d'autant plus voisina que p et ç 
seront plus petits , et la loi de continuité consistera , dans ce cas , en ce qu'on puisse 
concevoir ces deux tennes assez. voisins pour que p et ^ , sans être nuls, puissent 
tomber, l'un et Fautre, au-deisoui d'une linùte donnée, quelque petite d'aillewi 
qu'on juppose ■ cette licùte. _ i . 
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'F.{x^^:)-F,{x,)^i' i (G) 

donc (5), (6) donneront 

F^{x^F^(x;)^i'"—i'=i"f' ; ■ (7) 

Or , ce n*sultal est impossible ; car F^ (x^ est une quantité dëtei^ 
ininée , résultant de certaines opérations sur là quantité x^ et sur les 
constantes implicites 3, <:,...■•; F/^s^) est aussi une quantité dé- 
terminée , qui résulte d'un autre système d'opérations sur les quantités 
^Mi ^» '^ï ••••» qui sont exactement les mômes que daas F^(x^) ; doiic 
Ft(x,) — -f tC'^fl) est aussi une quantité déterminée et ne peut consé- 
quemment tomber au-dessous d'une limite si petite qu'on voudra ; fa 
relation (7) est donc impossible et conséquemment la relation (i) l'est 
aussi , si l'on suppose /*, diiférent de F, ; donc enfin F^ est identi- 
que avec F^. 

Il suit "de là que y.„ étant compris dans la série F^ix) l'état /,+ , , 
qui avait été sûpposé = ^,(Xa4.,), est aussi compris dans la même série 
puisque ^j étant la même chose que J", ; aussi F^(x,^^')es\. la même 
chose que f ,(-ar,+ ,): or, cette proposition étant générale, il s'ensoit 
que pareillement y,^., est compris dans la même série F^ix) et que 
généralement, si ya+g y est compris , il en sera de même de y^+g.^ y 

donc y^+.i , T-H-4 » y*+i > Jf»> 50"' compris dans la même série i 

d<mc enfin yk=F,(x^ , comme nous l'avions .annoncé. 

II. La même proposition est traie à fégàrd S une fonction inconnue 
y de deux variables principales yJ , x'' ; c'esl-à-dire , /jue si , pour' 
les états simultanés x'^ , x"^, , des deux dernières , répondant à l'état ■ 
y*«" i*)delapremière,onayya'<=FX^'«>^ x^'»") ••■ (O'^ùT, désigne 
une Jonction déterminée , connue ou inconnue j pour tout autre sys~ 
ième x'fc, j x'V » pétais simultanés des deux variables principales y 
répondant 4 fétat yj^„ de la variable subordonnée , on doit avoir 
également yuu,=F,(x/y, x^V) (2). 

On peut , pour dëmontier cette proposition , ou répéter exaclemen» 

(*) ^M'a/i s'éooace : y nuinéFO, a prime, a tecomfe. 
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le raisonnement qui a serrl à démontrer la première, ou employer un 
nouveau raisonnement, non moins simple , et fonde sur cette première : 
nous préférerons ce dernier mode de démonstration. 

Pour parvenir de y^^,, à y,,',,'- , considérons l'état intermédiaire y^,^. 
Cet état se trouve dans la série des étals de ç(s'f ■^'«-f)» pour lesquels 
x"j,t, est constante ; ainsi fÇj:' , x''^,^ est une fonction d'une seule va- 
riable j;^, et un de ses élats particuliers est, par hypothèse yg„ii'=^ 
fi {^'»i j ^"mii) j ^"^'^ toute la série ^(x' , x",,^ est de la forme 
Ft(x', x"^„); donc, en particulier, pour x^i,, , x"^, on a : ^»f>= 
/■,(^V, ^'.«) (3). 

Maintenant , la valeur y^tvi est comprise dans la série des états de 
^{f^u » ■*■") P**"*" lesquels x\, est constant , x" seule Tariable, et dont 
un état particulier est, (3), yt/^n^Ftip^u) ^'V')» 'Jonc (I) toute la sé- 
rie 9(x\i , x'^ est de la même forme que F^ (x\, , x"^,^ ; donc , en par- 
ticulier yitikii'^F,(x^i^, x\„) , comme nous l'avions annoncé. 

III. I^a proposition étant supposé vérifiée \\xs<iu%y=f[x'jX", ...jA^'J, 
elle sera vraie aussi ipour y^f^s^ ^ x^' , a^*', a'*"*""]. En effet, 

«apposons y^^ <*)/*+»)=-^,£*'^, ^V"-^,tt)i'*"^(n-'o] (*) ••• (0, 

nous allons voir que y^^^„ /*>»«+ t)=F, [x^^, , x^'^,, , ... , x^^ , xJ^V)] 

(^)- 

Four nous en convaincre , considérons d'abord l'état inteno^iaire 

/v»" .^■A^'tf'*'*' ' * ï compris dans la série ^£j' , ^/ , ,., x^ , x (j^î, j ] fonc- 
tion de A variables ( la dernière quantité :r (j^'o éuntfomtanle), et dont. 
«n état particulier est celui supposé (.i). D'après l'hypothèse établie poiu 
une fonction de & variables , on dsit avoir 9[x' , x" , ..- ** ^'ci+'i J ~ 
F,{x^t x"^...x t^Ji+'o]... .(3)^61 par conséquent y^j^^_^^^<*)^oi-vO = 

Maintenant la valeur énoncée rA-A" . ... Af*'*»"*" ' ' ^* "" ^' particulier 

^''.J'j'aff.—wt'V'*'*"'^*'^*""*"''''""'*^' «P"B>ei«wcondé, .... a accent &t 
• accent (Asfi) . - 
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de fïx^ , i" , .... f s iiQfji J , fonction de la seule rarïablc x 
et dont un autre état particulier est F,[j^ , ^' , » -" ^ «)>*■(*+ n 1 i 
Jonc CI)on doit avoir x^,j^, .„. ^fti j(»+ . )i=^, [j:/^, , j:"^, , ... x^Jl, , a:"jVo]« 
comme nous l'ayons annoncé. 

IV. Conclusion.lj» proposition étant effectivement prouvée (I), (II) 
pouri= I , A=2,il s'ensuit (III) iju'cUe est vraie pour Â = 3,i = 4>---i 
pour un nombre quelconque , pour un nombre m de vaiiables. 

V. 11 est maintenant facile de voir que cette proposition embrasse, 
4aos sa généralité^ toutes celles qui concernent les incommensurables , les 
formules trigonométriques , le développement de (i+x)", m étant 
quelconque, etc., etc. Il ya plus , cUe s'applique à des fonctions com- 
posées de plusieurs séries séparées, comme sont les ordonnées des 
deux parties' d'une hyperbole ; la loi de continuité étant conservée, 
dans les deux séries distinctes , par les expressions imaginaires qui , 
entre autres propriétés, ont l'impïirtante destination de lier .des résul- 
tats qui , sans leurs Intermédiaires, semibleralent isolés les uns des autres. 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du premier des deux problèmes proposas à la 
page 292 de ce volume j « 

Par M. Vectem , professeur de mathémati^ea spéciales 
au lycée de I^îsmes. 

JÉjNONCÉ. Deux pilles se troupent situées ^une manilrâ connue^ 
^un mime càtè êun canal rectiUgne. 

On veut itahlir un pont sur ce canal , et construire une route 
de communication de ce pont attx deux villes pour f usage desquellfs 
il est destiné. 
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Il s'agit de déterminer en quel lieu il faut itoblir ce pont , et 
de quelle manière on doit diriger les branches de la route , pour ' 
que la longueur totale de celle-ci soit la moindre possible ? 

Solution. Soit AB ( fiig. 7 ) la direction du canal , soient M , M', 
les deux villes desquelles soient abaissées sur AB les perpendiculaires 
MP , MT' î soit prolongée l'une quelconque MP de ces perpendi- 
culaires , au-delà de AB , d'une quantité PN=PM ; soit menée M^N 
Coupant AB en K et soît joint MK. 

Si chacun des deux angles égaux MKP, M-TCP' n'excède pas 3o'î 
ou , ce qui cevient au même , si aucune des perpendiculaires MP 
ou M'P' n'excède la moitié de MK ou M'K, le point K sera celui 
où il faudra établir le pont , et on communiquera de ce pont aux 
deux villes par les routes KM , KM'. 

Si les angles égaux MKP , M'KP' excèdent 3o' ; ou, ce qui revient 
au même ,5i KM et KM' sont moindres que les doubles de MP et M'P' 
respectivement ; après avoir joint M , M' par une droite coupant en 
À la direction du canal, on exanûnera quelle est la grandeur de l'angle 
MAP. 

Si cet angle n'est pas moindre que 3o*,ou ', ce qui revient au' 
même , si MP et M-T' ne sont pas moindres que les moitiés de AM 
et AM' re^ectivemeot , le pont devra être établi au pied P de la 
perpendiculaire abaissée , sur la direction du canal de la ville qui 
*en est la plus voisine ; et. on communiquera de ce pont aux deux 
villes pîr la route PMM'. 

Si enfin l'angle MAP est moindre que So" , c'est-i-dire , si MP 
"et M'P' sont moindres que les moitiés respectives* de AM et AM' , 
les angles MKP et M'KP' étant toujours plus grands que So" , on 
construira de la manière suivante : 

rTout étant d'ailleurs dans la figure 8 comme dans la figure 7, 
soient décrits des points M , M' , comme centres , et avec des rayons 
arbitraires, des arcs coupant MP et M'P' en «^ et à'; de' ces points 
(/et </' comme centres , et avec les mêmes rayons respectifs , .soient 
décrils de nouveaux arcs coupant les premiers en e el e^ ; soient 
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enfin' menées M^ et MV, se coupant en m ; en abaissant, de ce 
dernier point , une perpendiculaire sur AB , le pîed K. de cette perpendlv 
culaire sera l'emplacement du pont , et on .commoniquera de ce pont 
aux deux villes au moyen des trois branches de route mM. , mTd^j mKt 
formant autour de leur point de concours m des angles égaux entre, 
eux et à quatre tiers d'angle droit (*). 



Solutions purement géométriques des problème^ de 
minimis proposés aux pages J96 , 252 et 292 de ce 
volume f et de divers autres problèmes analogues ; 
Par UQ Ap ONHÉ. 

iVloN dessein n'ëunt pas ici de discuter les dÎTcrses circonstance» 
^qui peuvent modifier la solution des problèmes que je me propose 
d'enseigner à construire , et même les rendre impossibles , je supposerai 
constamment , dans tout ce qui va suivre , que les données sont choi- 
sies de manière à ce que ces problèmes puissent être résolus, et puissehl 
fournir toutes les solutions que leur nature comporte. Au surplus , 
les constructions que je vais indiquer étant fort simples , il sera facile , 
pour tout lecteur intelligent, de suppléer h ce. que , dans la vue 
d'abréger, j'aurai volontairement omis. 

J'avertis , une fois pour toute , que tous les points , droites et cercles' 
dont il va être question , sont constamment supposés appartenir à un 
même plan. 

Four parvenir plus facilement ï mon but, je vais d'abord rappeler et 
démontrer brièvement deux propositions connues. 

1 . LEMME I. ^Le point dune droite donnée dont la somme des 

(*) Touiea ces diverses constructions se trouvent démontrées par Tanalise , dans la. 
note remise aux rÉdacteujrs par M. 'VecteD , et ^ le défaut lïeepace a Iwcé de ne 
donner que par extrait. 

( ^» âet éditeurs. ) 
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distances à deux points donnés , d'un même c&iè de cette droite , 
est la plus petite , est celui duquel menant des droites aux deux 
points donnés , ces droites font , de différens côtés ydes angles égaux 
acec la droite donnée* 

Démons'tration* Soient ( 6g. g ) ABla droite et P , Q les deux points 
donnés ', soit M le point de ÂB dont U somme MP+MQ des distances 
aux deux points donnés soit la plus petite. Soit abaissée sur AB y 
de l'un quelconque P des points donnés » une perpendiculaire PC ; soit 
prolongée cette perpendiculaire au-de là de AB d'une quantité CP^^CP. 

Comme , par la construction ^ MP^ = MP > il s'ensuit que MP+ 
MQ^MP+MQ ; la première de ces deux sommes ne peut donc 
£tre up minimum , comme on le suppose , sans que la dernière le 
soit aussi ; ce qui exige que le point M soit en ligne droite avec le» 
points P^ et Q ; or de là résulte l'égalité des angles P'MA et QMB , et 
par suite celle des angles PMA et QMB. 

3. Remarque. Il est aisé de voir que * quelle que soît la situation 
des points P * Q , d'un même côté de la droite indéfinie . AB , il- '- 
y'ïura toujours ,-«ur cette dnûte , un point M qui jouira de la pro- 
ppété qui vrent d'être exposée. 

3. LEMME H. Si , sur une circonférence donnée , ûf a an poini 
duquel menant des droites à deux points donnés hors de eett» 
circonférence , ces droites , sans couper le cercle , fassent des angles, 
égaux avec le rayon mené au mime point; ce point sera celui de 
la eirconférence dont la somme des distances aux deux points donnés, 
sera la plus petite. 

Démonstration. Soient ( fîg. lo) ANMK la cîrconiiîrence donnée» 
et P, Q, les deux points donnés; soit M le point de cette circonfé- 
rence par lequel menant MP , MQ, et la tangente EF ,<on ait Ang^PME 
=Aiig.QMF. Soit joint un autre point N de la circonférence aux points 
P> Q> P^^ 1^ droites NP, NQ ; soit D le point où l'une quelconque 
}<{Q de ce« droites est coupée par la tangente £F; et soit menée DP. 

Comme , par l'hypothèse et la construction , les angles PME et 

QMF 
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QMF sont éf^wi , on doit avoir . > , 

DP+DQ<KP+NQ ; 

donc MP+MQ<NP-+-NQ . 

4< Remarque. Il est aisé de voir que l'existence du point' M est 
subordonnée i la condition que*i -parmi toutes les tangentes an cercle y 
il y en ait qui soient comprises entre la circonférence et les points 
P, Q; condition qui revient à celle-ci, qu'il y. ait d«s pwnts sut la[ 
circonférence que l'on, puisrse , sans couper le ceide, joindre par des 
droites aux points P,- Qv" ■ ■ - 

5l PROBLÈME 1. Défermirter an point déni la somme des dis~ 

■ tances à trois points donnés soit la moindre possible. - ■■ 

Analïse. Soient (fig,Ji ).A,B„ Ç, les, trois points donnés, et M. 
le point cherché. De l'un quelconque Xi des points donnés , pris pour 
centre; et avec s» dîitShâ au ptfiiit'Sl pour rayon, soll décrit l'arc 
DME. -X: : • •'.:. -. ,, 

Si l'on connaissait déjà la distance CM , la question serait réduite 
i déterminer sur l'arc t)ME, iin' poiiit M dont ia soriimfe MA+MB 
des distance^ aux points A, B, fût la moindre possible; ce' qiii exigerait (3) 
que les angles CMA, ÇMB , ÎTussenè ;égaùx:. '■ '"■"' "'■ ■ -^ 

Chacune des droites MA , MB , MC doit d^ne fdîre avfec les défait 
autres des angles égaux (•) ; ïes iroîs angles autour du pomt M doh'ent 
donc âtre égaux entre eux et à quatre tiers d'angle droit ;' ce qui donn^ 
lieu à la construction suivante: ■ '•'' ■'' ' 

, Construction, Suj- la distanoe.; entrç deux quelconques" A, brffcs. 
:poiats donn^ > pris» pow corde ,(, fig. 12 ) soit .décrit, du côttf 

.^(•) Onpeut encore p«rv«nir.è ceMe.c<»cl*won comme il suit: euppown» qne l'o» 
connaisse d^jà la somme MA+MB des dUtancea du point M aux poinls A et B ; co- 
point M devra klft UQ de ce)ut du pélim^tre d'une. «IlipM a^ant A et B , pouc . tè% 

Tom. I, ' ' ' ' ' 5» ■ 
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du troisième C, un. arc .AJMB . capable de I30° (*); en joignant ca 
troisième point au milieu D du reste de la circonfërence , par umv 
droite CMD ; l'intersection M de cette droite' avec l'arc AMB sera 
le point cherché. 

€. PROBLÈME II. Déterminer un point dont la somme des dis- 
tances à deux points et à une droite donnés soit la moindre 
possible {**) ? 

Analise. Soient ( Rg. i3 )'A',B, lesdeux points et £F la droite don- 
nés ; soit M le point cherché ; soient joints MA , MB , et soit abaissé* 
»ur EF la pefpend!cu(a?re MC. 

Si les aingles formés autour du point M » . par les droites menées 
de ce point aux trois points A , B , C , n'étaient- pas égaux , il pourrait 
T avoir (5) un autre point M'' pour lequel cette condition serait satisfaite , 
et alors , tn. abaissant de ce point une perpendiculaire M'C/ su^ E>F , 
on aurait 

' M/A+M'B+M'(y<]il'A+M'B4-M'C . . 

. . (S-J , ., ■M'AH-HJ':N-M''G<J^IA-+MB+MC; 

a'oii M/A-f:M'B+M'C<M A+M B+M C , 
contrairement à l'hypothèse.. On déterminera donc le point M par la 
construction -suivante ; , " . ^ 

Construction. Sur la dislance entre le« deux points A , B ,. prise 
poiic corde..( Bg. 1 4 ) scit décrit , du câté de £F , un arc AMB capable 
de. tAo"; l'intersection M de cet arc avec la perpendiculaire DMC 
abaissée sur EF du milieu D • 4u reste de la circonférence , sera le 
point cherché. 

foyers et MA-j-MB pour «on grand axe ; il he t'àgîra pttu conséquemment qnè à» 
prendre pour le point M le }>oint de ce périmètre -le plw vohùx ^ G; CM dena 
4anc iue une normale à. l'ellipse et devra conséç[ueinment_ faire det anglea égaux 
«vec les rajona vecletira MA et MB. 

(•) On doli remarquer que l'fflrc capable da i ao" «t trèf-radie k construire d« plutieup 
manières difTérentes. ' - ~ ' 

(**) Ceat le prentin des deux' problèaietpropoiét i la pa^-sgi. 
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7. PROBLÈME lU. Déterminer un point- dont la somme des 
distmçes à un. point çt à deux droites donnés soit la moindre 
possible (*) ? 

Analise et construction. Soient ( fig. 1 5 ) SE , SF , les deux 
droites et C le point donné ; soit M le point cherché j soit' joint MC 
et soient abaissées s\ir SE et. $F les perpendiculaires MA et MB, 

Par un raisonnement analogne \ celui «jui a été employé dans le oro-r 
blème -pi^écédent, il est facile de se convaincre que la somme des droites 
MA , MB , MC , ne peut être uii minimum à moins que les angles 
fonnés par ces droites , autour du point M , ne soient égaux entre 
eux et à quatre tiers d'angle droi^ 

Or, 'comme l'angle AMB se trouve déterminé \ être le supplément 
de l'angle S , il s'ensuit que le problème sera . impo$«f£le , si cet angle 
S n'est pas de 60*** 

Si au contraire l'angle S se trouve ê'™ de 60* » le problème 
demeurera indéterminé^ et on pourra prendre pour M l'un quelconque 
des points de la parallèle conduite par C i la droite^qui divise l'angle 
S en deux parties égales. 

8. PROBLÈME IV^ JUterminer un point dont la somme des 
distances à trois droites données soit la moindre possible !* 

Analise. et construction. Soient ( tîg. 16 ) £F , FD , DE» les drmtes 
données ; M lé point ofaerché , et MA» MB, MC les perpendiculaire» 
abaissées de ce. point sur ces trois droites. 

On [wouvera encore facilement ici, comme ci-dessus, que » pour 
que la somme de ces perpencUculaires soit un minimum y il fant 
que les angles qu'elles forment autour du point M soient égaux 
entre eux et à quatre tiers d'angle droit. 

Or, comme ces angles sont déterminés à être respectivement le» 
3upp]émen5 des angles I>, E , F ;- il s'ensuit que si ces dernier» 
ne sont pas. tous de 60* ; c'ést-à-dire , en d'autres termes , que si le 
triangle J>EF n'est point équilatéral, le problème ne pourra être résolu,^ 



(•) C'Mt le pratoier dei deux problimei proposas i la page a3a. 
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' 5i au' contraire le triangle D£F est ëquUatéral , le probUme deineHrera 
indëterminë , de manière que tous les points du plap de ce triangle 
pourront être pris pour le point cherché. 

De Ijh résulte ce théorème Connu : ta somme des perpendiculaires 
abaissées ^ sur les directions des côtés d'un triangle iquiîatéral , dun 
point ^elconipie de son plan , est une quantité constante et égale 
à la hauteur' du triangle, ' 

9. PROBLÈME V. Déterminer un point dont la somme des dis- 
tances à deux points et à une circonférence donnés soit la moindre 
possible (*) ? 

Solution. La somme des distances d'un point \ deux points donnés et 
à la circonférence d'un cercle donné ne différant de la somme des distances 
du même point aux deux mêmes points et au centre du cercle , que par le 
rayon de ce cercle qui est une quantité constante ; l'une de ces Sommes 
ne peut être un minimufn & moins que l'autre n'en soit un aussi. On 
construira - donc ce problèine comme le Problème I , en substituant 
4u troisième point donné le centre dii cercle donné. ' 

10. PROBLÈME VL Déterminer un point dont la s<mime des 
distances à un point , à .une droite et à une circonférence donnés 
eoit la moindre possible (**).'' 

Solution. Pour des raisons semblables à celles qui vi«iQent d'ètpe' 
" déreloppéeA.ei-dessus , on construira ce {«xiblème comme le Problème U^ 
en substituant à l'un des deux, poîntis donnés le centre du cercle donné. . 

11. PROBLÈME VU. Déterminer un point dont la somme des 
distances à deux droites et à une circonférence données soit la moindre 
possible ? , 

Solution, n est aisé de voir que ce problème présente des circons- 
tances analogues à celles qu'offre le Problème III; c'est-à-dire que, 
si l'angle des droites données n'est pas de 60° , |e problème sera 
impossible ; et que y dans le cas contraire , on pourra prendre pour 

<") Ceci répond, pour un cas parliculier, k la I." note de la page aga. 
(**T Ceci répond , pour un cas particulier , i la noie de U page a3a. 
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le point chercbé l'un quelconque des points de 1a parallèle menée » 
par le cnutre du cercle donné , à la droite qui divise en deux parties 
égales l'angle des droites données. 

1 2. PROBLÈME FUI. Déterminer an point dont la somme des- 
distances à un point et à deux circonférences donnés sott la moin- 
dre possible (*) ? 

Solution. On construira ce problème comme le Problème 1, en 
substituant à deux des points donnés les centres des deux cercles donnés. 
• 1 3. PROBLÈME ÏX.Déterminerunpoint dont la somme desdistances 
À une droite et à deux circonférences données soit la moindre possible? 

Solution. Od construira ce problème comme le Problème 11 , en 
-substituant aux deux points donnés les centres des deux cercles donnés. 

i4- PROBLÈME X. Déterminer un point dont la somme des 
distances à trois circonférences données soit la moindre possible ? 
• ■ Solution, On construira ce problème comme le Problème /, en 
substituant aux trois points donnés les centres des trois cercles donnée 

1 5. PROBLÈME XL Lier des points donnés , en nombre quelcon^ 
^ue , par un système de droites dont la longueur totale soit Im 
moindre possible (**) ? 

Analise. i ." On ne doit pas supposer qu'à cbacun des points donnés 
il aboutisse plusieurs des droites cherchées; car supposons seulement . 
que, A étant un de ces points « ( iig. 17) deux MA» NA , des 
droites cherchées viennent s'y terminer ; on pourrait , en général (5 ) , 
remplacer le système de ces deux drutes par le système des trois droite* 
■PA , PM , PN , d'une longueur totale mundre ; en sorte que MA 
et'NA ne rempliraient pas les conditions du problème. A la vérité > 
il peut bien' arriver , dans des cas particuliers , que PA doive être ^ 
nulle; mais c'est à la construction du. problème qu'il appartient dlndiquez 
cette circonstance. 

a.* On peut remarquer , en second lieu , que , s'il y a des point* 
de concours des droites cherchées , autres que les po'uita don- 

(*) Ceci répond , pour un ca» ppriiculier , à la note de la page a3a. '' 

■ J") C*e« le dernier dei deux problèmes propowf* k u page sga. 
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'nés ( et il ne peut manquer d'y en avoir de tels , d'apris ce qui 
précède ) , ces droites ne sauraient s'y rëanir en moindre nombre que 
trois. Si ; en effet , en un même point M , ( fig. 18 ) autre que les 
points donnas , il ne renaît alwutir que deux seulement MN , MP , 
de» droites cherchées; an lieu de lier le» points N , P , par ces deux 
droites , on pourrait tes lier par la droite unique et plus courte NP » 
en sorte que les droites MN , MP » ne satisferaient [â& aux condi- 
tions du problème. 

3." On ne doit pas supposer non plus que celles des droites cher- 
chées qui concourent en un même point autre que les points donnés, 
s'y réunissent au nombre de plus de trois ; car, si l'on supposait seule- 
ment quatre de ces droites MN , MP , MQ , MR (fig. 19) concou- 
rant en un même point .M , il serait possible (5) , du moins en 
.général, de remplacer le système de deux de ces droites MQ, MR , 
par exemple i par les trois droites SM , SQ , SR , d'une longueur 
-totale moindre ;-'d'e manière que MQ et MR ne rempliraient pas les 
condition) du problème, A la vérité la situation respective des pcûnls 
yS. y Q, R, peut bien, comme ci-dessus , dans des cas particuliers, 
en rendant SM nulle , faire coïncider le point S avec le point M ; 
' mais c'est encore ici à la construction du problème qu'il appartient 
uniquement d'indiquer cette circonstance. 

4'^ Enfin il est aisé de voir que les droites cherchées , concourant 
trois à trois en un même point , doivent former autour de ce point 
des angle» égaux entre eux et à quatre' tiers d'angle droit ; car soit 
M ( lig. 20 ) le point de concours des trois droites MU, MP, MQ } 
<i les angles formés nar ces droites , autour de ce point , n'étalent 
pas égaux , en rempUTçant le point M (5) par un point M^ qui satisfit 
% cette condition , on substituerait aujE trois droites MN , MP , MQ , 
les trois droites M*^ , M'T , M''Q , d'une longueur totale moindre , 
Ml sorte que les premières ne rempliraient pas les conditions du problème , 

On voit donc que A, B, C> D,..., étant les' points donnés, les 
drMtes cherchées ne peuvent que former une sorte de' rameau de la 
nature de ceux que représentent les figures 21 , 22, 23, ^4 1 ^^ , 
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^e manière que les polou M, N, P, Q,... de eoncoars des droites 
Vois !) trois est , en général , nwindre de deux unités que le nom- 
bre des points donnes , et que . les angles formes par ces droites au- 
tour de ces pojnts sont tous égaux, entre eux et à quatre lier» d'angles 
droits. Il n'est donc plus question mamtenaot que d'enseigner à cons- 
truire le problème. 

Construction. On sait déjà résoudre le probl&me pour "^eux points 
donnés , puisqu'alors il n'y a d'autre droite à construire que celle qui 
joint ces deux points ; on sait même le résoudre pour trois point* 
donnés (5) ; si donc on parvient à ramener sa solution y .pour le cas 
pu les points donnés sont au nombre de », à celle qui convient au 
^ où ces points seraient seulement au nombre de n — i , on saura 
)e résoudre généralement } or c'est ce à quoi on peut parvenir très- 
simplement > en procédant comme U suit: 
, Soient pris arbitrairement ( Iig. a6 ) deux A , B , des n points don^ 
nés, de manière pourtant qu'en les joignant par une droite indéfinie 
cette droite laisse d'un même côté les n — 2 pcnnts restans. Sur la 
distance AB comme corde soit décrit, du côte des autres points donnés^ 
un arc AMB, capable de 120° ; soitD le milieu du reste de la circon- 
férence , et soit substitué ce point D aux dexix points A , B ; 09 
n'aura plus alors que n — i points. Soit résolu le problème relalive- 
pient à ces n — i points , et soit alors KMD celle des droites cher- 
cbées qui vient se terminer au point D ; en menant MA , MB , et 
substituant ces deux cordes à la partie MD de KMD interceptée dans 
le cercle , le problème se trouvera résolu pour les n points donnés. 
On peut remarquer au surplus que , les droites du système ne pou- 
vant -avoir que trois directions distinctes , ïl s'ensuit que , trois d'entre 
elles étant déterminées , toutes les autres se déterminent ea menant 
dac parallèles à- ces trois-li. 

16. Ihmarijue I. Ce que cette construction laisse d'arbitraire dans 
le choix des points è employer successivement , fait que , passé le cas de 
trois points donnés, le problème admet plusieurs solutions, et que, 
lorsque ces points sont au nombre de plus de cinq, il peut être résolu par 



dbyGoo^^Ie 



3S4 QUESTIONS PROPOSÉES. 

des systèmes de droites essentiellement diiTërens. Ces systèmes sont 
au nombre de trois pour six points donnés ( fig. 23 , s^ 9 ^5 ) ; on 
en trouve quatre pour sept points; huit points en fournissent treize; 
et ainsi de suite. Quant au nombre des solutions , ce sera , en génëral, 
un pour trois points , deux pour quatre , cinq pour cinq , quatorze 
pour six, quarante-deux pour sept, cent trente-deux pour huit, et 
ainsi de suite. 

17. Remarque II. Si, pouran nombre quelconque A, B,C,D,;. . 
"de points donnés , on suppose que les droites qui résolvent le problème 
,. sont des cordons réunis trois à trois en des nœuds M, N, P, Q,...; 
et si, aux points A, B, C, D,..., on applique des puissances égales 
Quelconques , dirigées suÎTant les prolongemens des cordons qui se 
terminent en ces points ; ii est évident que ees puissances formeront 
un système eu équilibre. - 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. A un triangle donné quelconque inscrire un triangle équîlatéral 
qui soit le plus petit possible. 

IL Aon triangle donné quelconque circonscrire un triangje équilatéral 
quî soit le plus grand possible (*). 

Théorème de Géométrie. 

Le volume d'un- tronc de prisme quelconque , droit 00 oblique, es6 
h produit de l'aire de l'une quelconque de ses bases, par la distance du 
plau de-catte base au centre de gravité du l'aire de l'autre base. 

(•) Au lieu de supposer équilatérauz les triangles à inscrire ou à circonicrirc au* 
triangles Aonaéi , or pourrait demander que ces triangles fussetit set^blables k de» 
triang^ doaaés. On pourrait auui étendre ces probtÈmes au tétraèdre. 

Fin du To-me premier. 
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ERRATA 

Pour le tome premier d^es Annales. 

N. B. Qutlques'unes des Jaatts t]ut vont être indiquée» , ne sa trouvent pas dont 
tous les ei^tnplaires , parce qu'elles ont iti aperçues pendant le tirage. 

Pour les Planches. 



il faut un E à rinter«ect!on de XX' «t H'. 

il faut un E A l'intersection de AY et OD. 

à rextrëmité de U corde A"?; il Faut B" au lieu de B. 

A rintersection de A"B" avec CC , il faut M" au lieu de M. 

k l'intencclion de o'm' avec la |>iu'aUâte A pp" conduite par 



Planche II, % 6; 
Flanche ni , fig. 4 
Planche IV, 6g. i 

Planche V, fiç. 7 
; il Taut une l. 

PUndie VI , fig. 4 • -^ l'intersection de ai , avec £V2 > 'A CtOt une A. 
fig; 5j il faut retourner PS. 

Pour le Texte* 

Page 4) l'g"B 8 , en remontant^ rendre, liste ; pnbenter. 
Page 16, lïgne 8, B,lisee:B. 
Page 17 , it la note , ligne 3 , ^6ïiet,Uses : tittia. 

Page 19, ligne 11, en remontant, dctémincr , fùfS : diten&întA ." 

Page 21 , ligne 4 > devant T> , mettex : 7. 
Page 47) ligne 5 , en remontant, avant :=, me/f«7 *. 
Page 77 , ligne a, entre io| et 13, introduisez 11. 
Page 108, ligne 11 , liietVaet. : lii. 

Page 131 , ligne 3 , an dénominateur du deuxième facteur du tecoiid nolnbr* 
.au lieu de 4" t ^'^" ■ 4'>** 

6m— fl 6n— ^n 

Page i3o , ligne 3 , «atu être %iux , /i»£ ; sans être aupposës é^of. 



Page i33, ligne i4, CA=B , Ihex : CA=^. 

ligne iSi '7-1 I et, luix : -. . 

« o 
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3^0 EIVRATA^ 

page i34) lign* 7) négative, lisez: et négative. 
Page i3S , ligne I > r * ^'^'^ '• T' 

•è' . hf 

Page i36 , ligne 3.*, on remontant, e'=-c', bsér : «'^r-c , 

Page 178, lignes, enremontani, XJv+V'v'=i:(Y'x')y Uux:Vv+XJ¥=:X(Y'x'). 
Page 179, ligne ^,en remontant , première colonne , u—u', liseeiu'—^ 
Page i83, ligne 10 , ^=2+, //«« :j'=y:-^. 
Page 186 , ligne 5, en remontant , :■= .1 :+ , listz : =— 2â>f*- 

ligne 3 , en remontant , y^Ax^G , Usée : y:^,^3X-\S. 
Page 188, ligne n , y^=±yj~, Usée : y^^-àsyT. 

Page igo , lignes 4 et 5, supprimes : répétiteur k l'école impériale polj tedoùqu» 
Page 191 i ligne 4. y — 'aV) Usez :y' — a'x'. 
Page 193 , ligne il , en remontant , x"x' , Usez : x'y. 
I^age 196, à la note, ligne 2, en remontant, ili'nscrire, lisez: d'inscrire. 
Page 30I , ligne 8 , Sin.B: Sin.fr , lisez : Sin.B^in.&. 

Page 302 , lignes 4 ^ ^ ; supprimez : répétiteur it l'école iilipériale potylecliiuqae. 
Page ai5, avant-dernière ligne, -|-c" > Usez : -f^", 
Page ait , à la note , couvrir , lises : découvrir. 
Page aS6, ligne 19, divisez tous les coefficiens par a. 
Page x^o , ligne 3 , 4<* — ^y t Usez : 4<>-f-4z/- 

Après la page 343 , les deux pages suivantes doivent être numérotées ^44 ^ ^4^ 
Phge 369 , lignes 3 et 6 , en remontant, (AF)— fBE) , Usez : CAF)+(BE). 
Page aSi , lignes 3 et 4 > *0U3 le radical , k , Usez : k*. 

ligne 17, L, M, N, O, Usez -.P , Q,B. , S. 
Page aSa, lignes i et 2, sous le radical, 4*4 > f'^^^ • ~f-4''- 

ligne 1 1 , =1 1 , 5825757 , lisez :-=2 , 89S6439. 
Page 287 , ligne 5 , m , Usez : a. 

ligne i3 , côté , Usez : côté». 
Page 290 } lignes 17 et 18 , supprimez les points , k la £n.- 
Page 391 , ligne 7 , en remontant , siihstiluant , Usez : Substituant- 
Page 393, ligne ^y de Maiziires : liseï de Maizière. 

A la note , ligne a , en remontant , des rapports , lisez : des termes des rapports. 
Page394i ligne 5 , reconnue , /iVer : reconnu. 

ligne 8 , en remontant , <Q„ , Usez : <Q^- 
Page 3oo , ligne 10 , Cos.A,- — Cos^A, , Usez : Cos A,+Cos.A, 

ligne 8 , en remontant , deuxième colonne , il faut un point après A^. 
Page 3o4 , ligne 14 , ASB ,, Usez : BAC. 
Page 3o6, ligne -a, «a remosiant, sKn-y, Usée : aSin-fy. 
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V»p 3o7, ligne 3, l— a$in.y, /l'we.- i—^Sin.^y. 
Page 3a7 , ligne 6 , — 143823 , Usex : +i438a.3. 

Page 33o , lignes l , a , 3 , 4 > ^ > dernière colonne, changez tous lc9 4* c" ^^ 
Page 33i , ligne dernière , au numérateur , -^-3.^* , liste : ^ay*. 
Page 336, ligne 3, en remontant, directrices, lisez : directrice. 
Page 34t , ligne 4 > en remontant , iroî* données , Ustz : trois droites données. 
Page 343 , avant - dernière lipie , * — e , lisfz : J— <'. 
Page 344 ] ligne 16 , deuxième équation , r , Usez : r'. 
Page 358 , avant-dernière ligne , changez les grandes lettres en petites. 
Page 35g , A la note , changez les grandes lettres en petites. 
Page 36o , ligne 4 , troisième , liiez : cinquième- 
Page 364 I ligne 10, en remontanC, l'arête > Usez} l'axe. 

Page 373 , ligne 16 , leurs intermédiaires , lisez : les intermédiaires de cette nature. 
Page 377 , ligne la , après l'énoncé du problème , mettez ta note : Cesl le pre- 
' mier des deux problèmes proposés à la page igC 
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